istafa 0zdemir

ST SN
M,«ETR{‘

Z

Gozumlu Problemler

520 Coziimlii Ornek, 420 Yanith Alistirma
320 Test Sorusu

Matrisler -Determinant - Lineer Denklem Sistemleri
Vektorler ve Geometrik Uygulamalari,

Uzayda Dogru ve Dizlem Denklemleri

Koordinat Sistemleri, Konikler, Koordinat Déntstmleri,
Koniklerin Siniflandiriimasi, Kuadratik Yluzeyler

Klre, Silindir, Koni, Dénel Yizeyler

ALTIN NOKTA Uzayda Donme



Analitik Geometri ve C6ziimlii Problemler - Mustafa Ozdemir (ORNEKTIR)

ANALITIK GEOMETRI
VE COZUMLU PROBLEMLER

Matrisler - Determinant
Lineer Denklem Sistemleri - Vektorler
Uzayda Dogru Denklemi - Uzayda Diizlem Denklemi

Kutupsal Koordinat Sistemi - Konikler
Koordinat Doniisiimleri - Koniklerin Genel Denklemi
Egri ve Yiizey Denklemleri
Uzayda Farkli Koordinat Sistemleri

Prof. Dr. Mustafa Ozdemir

&\

ALTIN NOKTA YAYINEVI
iZMIR - 2017



Analitik Geometri ve C6ziimlii Problemler - Mustafa Ozdemir (ORNEKTIR)

Copyright © Altin Nokta Bastm Yayin Dagitim Bilisim
ISBN 978-605-5255-76-3

ANALITIK GEOMETRI VE COZUMLU PROBLEMLER
Prof. Dr. Mustafa Ozdemir
mozdemir07 @gmail.com

Bu kitabin her hakki saklidir. Tiim haklar1 ALTIN NOKTA YAYINEVI’NE aittir. Kismen de olsa
alint1 yapilamaz. Metinler, kitab1 yayimlayan kurumun onceden izni olmaksizin elektronik,
mekanik, fotokopi ya da herhangi bir kayit sistemiyle cogaltilamaz, yayimlanamaz. Kitapta yer
alan oyun, bulmaca, soru, metin ve resimlerin sorumlulugu tamamen yazarina aittir.

Genel Yayin Yonetmeni
Halil i. AKCETIN

Kapak-Dizgi
Altin Nokta Dizgi-Grafik

Baski
Kanyilmaz Matbaa
Sanat Cad. 5609 Sok. No:13 Camdibi is Merkezi
Bornova / izmir Tel: 0 (232) 449 14 43

Yayin - Dagitim
Altin Nokta Basim Yayin Dagitim
859 Sk. No:1/Z-4 Konak / IZMIR
Tel- Faks : 0 (232) 441 2595

www.nokta2000.com
www.altinnokta.com.tr
www.kitapana.com.tr

nokta@nokta2000.com
altinnokta@altinnokta.com.tr
kitapana@kitapana.com.tr

EKiM - 2017
4. Basim



Analitik Geometri ve C6ziimlii Problemler - Mustafa Ozdemir (ORNEKTIR)

Onsoz

Bu kitap tiniversitelerimizin Matematik ve Matematik Egitimi alanindaki lisans prog-
ramlarinda okutulan Analitik Geometri dersi i¢in, yardimct bir kaynak olmasi amaciyla
hazirlanmaigtr.

Analitik Geometri’nin temeli olan ve ihtiya¢ duyulan, Matrisler, Determinant ve Vek-
torler gibi bazi Lineer Cebir konularina da, kitabin basinda detayli olarak yer verilmistir.
Lineer Cebir dersinin, Analitik Geometri dersiyle birlikte verildigi veya daha 6nce veril-
digi tiniversitelerde bu kisimlarin bir boliimii atlanabilir.

Diizlemde dogrunun analitigi gibi, liseden iyi bilinen baz1 konular, bu kitapta vektorel
acidan incelendigi icin, vektorler kisminda verilmistir.

Her konudaki en 6nemli noktalar vurgulanmis, konunun teori kismi verildikten sonra,
her teorem, konu ve 6nemli noktalar, ¢esitli 6rneklerle zenginlestirilmistir. Ayrica, Grnek-
lere benzer sorular, drneklerden hemen sonra yanitlariyla birlikte alistirma olarak veri-
lerek, konunun pekistirilmesi amaglanmustir.

Her konunun sonuna, ¢dziimlii problemler ile birlikte, konunun tekrar edilmesi amagla-
narak bir test sinavi eklenmistir. Bu test smavlarlnl_rll, égrenfzinin eksikliklerinin farkina
varmasini saglayacagina, bunun yaninda 6zellikle (OABT) Ogretmenlik Alan Sinavi’na
girecek dgretmen adaylaria da faydali olacagina inaniyorum.

Bu kitapda, konularin Teorik kismi verildikten sonra, toplam olarak,

i. 520 Coziimlii Ornek,

ii. 420 Yamith Ahstirma

iii. 320 Yamth Test
bulunmaktadir. 1260 soru ile, 6grencinin konular1 derinlemesine ve kendi kendine 6gren-
mebilmesi amaglanmusgtir.

Kitabin diizenlenmesinde ve konularin igeriginde, goriis ve Onerileriyle katkida bu-
lunan degerli hocalarim Prof. Dr. Abdullah Aziz Ergin’e, Prof. Dr. Kazim Ilarslan’a,
Prof. Dr. Gabil Adilov’a ve Prof. Dr. A. Ceylan Coken’e ve daima bana destek olan
esim Burcu Ozdemir’e tesekkiir ederim. Kitabm, tiim &grencilerimize faydali olmasim
diliyorum.

Mustafa Ozdemir
Antalya - 2017
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10-135 aras1 sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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Oklid i¢ Carpiminin Geometrik Uygulamalar

Bu béliimde, Oklid i¢ garpimini geometrik olarak nasil yorumlayabilecegimizi gore-
cegiz. Oklid i¢ garpimimi kullanarak, R™ uzayinda ag1 ve uzunlugu igeren birgok problemi
¢dzmemiz miimkiindiir. Asagida, bunlardan 6rnekler verecegiz.

OKlid i¢ carpimi ile bir vektoriin uzunlugu arasindaki iliski

. . —_— o e . ~
Daha 6nce R™ uzayinda bir 0 = (uq, ua, ..., u, ) vektériiniin uzunlugunu
—
I = VT T

ile ifade etmistik. Diger taraftan, U vektdriiniin kendisiyle i¢ carpimi da,
<ﬁ),ﬁ) :u%—l—u%—l—-~-+u%
oldugundan,
[ = /()

sonucu elde edilir.

Ornek 445 X =2 U + V ise ||X || degerini, W ve V vektorlerinin normuna ve i¢
carpimina bagh olarak yaziniz.

Coziim : I¢ carpimin 6zellikleri kullanilarak,

1| = J(XX)=\/@i+7.2m+7)
= A ) 20 V) +2(7. W) + (7. V)

— J1[FIP+ 4%, 7) + 7| bulunur

Ornek 446 ||[X + V| =5, ||X| =1 ve ||X — ¥|| = 3 olduguna gire, y vek-
toriiniin uzunlugunu bulunuz.

Coziim : Hﬁ”2 = (W, W) bagmtisini ve i carpimin dzelliklerini kullanacagiz.

+7|° = X+¥.X+7)=(X)+F.7)+ 7T X)+(7.7)
= IR +2= )+ ¥

25 = 1+2(X,¥)+ |7 *)

IX-¥" = (X-¥7.-¥)=(FX) - (X7) - (¥.%)+(7.7)
= IR’ 2= )+ |7

9 = 1-2(X.¥)+|¥/° (**)

Y| = 4 elde edilir. Yani, y vektoriiniin

oldugundan, (x) ve ()
uzunlugu 4 br’dir.
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4.3@A||§t|rma H?—F?H = 6, H?H = 2 ve H?—?H = 4 olduguna gore, X
vektoriiniin uzunlugunu bulunuz.

Yanit : \/@ .
IX+¥[° - I% -7

4.39)Algtrma (X, ) =

1 oldugunu kanitlayniz.

4.4@AI|§tlrma Dik koordinat sisteminde verilen W,V vektorleri icin, <ﬁ>, 7> =6ve
Hﬁ + 7“ + Hﬁ) — 7” =12 ise Hﬁ) + 7“ kagtir? (OABT - 2015)
Yamt: 7.

=V2ve |X + ¥||=VTise (X, ¥ )=7 (OABT- 2014)
Yanit : 1.

OKklid i¢ carpimim kullanarak iki vektoriin arasindaki acimin bulunmasi

*Teorem X ve ? R™ uzayinda iki vektor olsun. X ve ? arasindaki aci 0 ise,
(x.¥)

COSs 9 TSI IE=S}
XY

“dir.

Kamt : R" uzayinda, aralarindaki ag1 6 olan X ve y vek-
torlerini alalim. X,y ve X — ¥ vektorleri sekildeki gibi
. o . . — —
bir {iggen olustururlar ve bu iiggenin kenarlar1 H X H , H y H

— — - . . . . . P
ve H X -y || uzunluguna sahiptir. Simdi, Kosiniis teoremini
uygulayacagiz.

2 2 2
=YIF =X+ IV - 20% [ [[¥]cosd

-
I

esitliginde, sol taraftaki H? — ?HQ normunu,

- —2 - = = =
x-¥I = x-¥.x-7)
= XX -FV)-.xX+{HY)
= R -2z ¥)+ 71
seklinde yazarsak,
IRIP =23+ 7 = IR + [ 7] - 2[R [ 7] cose

esitliginde, sadelestirmeler yapilarak, (X,y) = || X|| | || cos 6 elde edilir. Béylece,

(X.¥)
cos ) = =t
X[ ¥l
bulunur. |

137-141 arasi sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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OKklid i¢ carpimim kullanarak alan hesaplamalarimin yapilabilmesi

R™ uzayinda herhangi iki vektorle olusturulan paralelkenarin alanini, i¢ garpim yardi-
miyla nasil hesaplayabilecegimizi agagidaki teoremle verelim.

*Teorem X ve ¥, R" uzayinda iki vektor olsun. X ve Y arasindaki agi 0 olmak
iizere, X ve Y ile olugturulan paralelkenarin alan:

Alan (X, ) = (X, )T ¥) (X, 7)?

dir.

Kamt : Aralarindaki ag1 6 olan, X ve y vektorleriyle olusturulan paralelkenarim alanimi
Alan (%,7) = [R ][ 7 [ sin0

— =
ile bulabiliriz. sin § = v/1 — cos? § yazalim. Diger yandan, cos § = ||<_))CH’ HY_EH oldugunu
X y
da kullanirsak,
=)
Alan (X,y) = X[V - =m 5
=177
= VIRFIFIP-(.9)°
- JEX)(G ) (=)
elde edilir. Uggenin alan1 i¢in bu deger 2’ye boliiniir. |

Ornek 453 X = (1,1,2,3)ve y = (2,3, 1, 1) vektorleriyle olusturulan paralel-
kenarin alanini bulunuz,.

Giziim : Alan (X, 5) = /(. %) (¥.¥) - (X, ¥)” esitliginden,
—
X

—
X
Alan (X,y) =V15-15-102 =55

elde edilir.

Ornek 4.54 Késelerinin koordinatlar: A (1,1,1,0,1), B(1,2,3,4,3) ve
C(1,2,1,1,1) olan ii¢genin alanini bulunuz.

Coziim : Once noktadan vektore gecelim.
—

X=AB=B-A=(0,1,242) vey=AC=C—A=(0,1,0,1,0)
denilirse, liggenin alani :

Alan (ABC) = 51/(X. %) (7.7) — (. 7)" =

bulunur.
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4.49)A||§t|rma X =1(0,1,0,2,2)ve y = (2,0,0,2,1) vektirleriyle olusturulan para-
lelkenarin alanint bulunuz.

Yanit : 3\/5

4.5@AI|§t|rma Koselerinin koordinatlart A(1,1,1,0,1), B(1,2,3,4,3) ve C(1,2,1,1,1)
olan ti¢genin alanini bulunuz.

Yanit : 5/2.

4.51)AI|§tm'na X = (1,2) ve ¥ = (2,1) vektorleriyle olusturulan paralelkenarin
alanin bulunuz.

Yanit : 3.

*Teorem Diizlemde koselerinin koordinatlart A (x1,y1) , B (z2,y2) ve C (z3,ys3)
olan ticgenin alani

1 1 I yl
Alan (ABC) = 3 1 29 o
1 x3 y3

degerinin mutlak degeridir.

—
1. Kamt BA=7y = (x1 —x2,y1 —y2) Ve
—
BC =X = (r3 — 2,y3 — yg) ile gosterehm ve
1
Alan (ABO) = 5\/(%, —(x.¥)’

formiiliinii uygulayalim. Buna gore, uzun ve sikici islem-
ler sonucunda, B

(X, X){¥.y)— (X, ?>2 = ((961 —29)*+ (g1 — y2)2) ((wg — @9)" + (y3 — y2)2)
—((x1 — @2) (x3 — 22) + (31 — ¥o) (3 — ¥2))°

= (21y2 — T2y1 — T1Y3 + T3Y1 + T2Y3 — T3Y2)

bulunur. Buradan,

1
Alan (ABC) = 3 (T1Y2 — Tay1 — T1Y3 + T3y1 + T2ys — T3Y2)
1 1 X1 Y1
= — 1 X9 Y2
21y
3 Y3

elde edilir. [ |
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2. Kanit (Klasik Yontem)

Yamuklarin alanlarini kullanarak, T
A(ABC) = A(BMNA)+A(ANKCQC) A
—A(BMKCQC)
esitliginden sonuca ulagabiliriz.
+
A(BMNA) = (21 — x2) (yl > y2> N c
A(ANKC) = (23 — 1) (yl ‘;yi‘") s
+ 2 Xy 3 .
A(BMKC):(ZCP,—ZCQ) <y32y2> M N K g
oldugu kullantlirsa,
1
Alan (ABC) = B} (12 — T2y — T1Y3 + T3y1 + TaY3 — T3yo)
1 1 r1 Y1
= 3 1 =z yo
1
r3 Y3
elde edilir. |

Ornek 4.55 Késelerinin koordinatlart A (1,1), B(2,3) ve C(3,6) olan ii¢genin
alanini hesaplayiniz.

Coziim : 1. Yol (R™ de gegerli genel formiil)
X = AB ve Y = AC alabiliriz. Buna gore, X = (1,2) ve Y = (2,5) oldugundan,
1 1 1
Alan (ABC) = \/ Y) (X, ¥V =-v520 122 ==
2
elde edilir.
2. Yol (Klasik Yontem)

Alan (ABC) = =

— =
W N =
D W
Il
Do =

bulunur.

4.52)AI|§tm'na Koselerinin koordinatlart A (1,2), B(2,3) ve C(3,1) olan ii¢genin
alamni bulunuz.

Yamt : 3/2.

4.53)AI|§tlrma Koselerinin koordinatlart A (0,1), B (6,3), C (7,6) ve D (1,4) olan
paralelkenarin alanini hesaplayiniz.
Yamt : 16.
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[4.10¢Teorem (Schwarz Esissiziigiy X,y € R* vektorleriicin, || %|| | ¥ ]| > [(X, )]
esitsizligi saglanr.

Kamt: (X,y) = ||X|| ||| cos 6 oldugunu biliyoruz. |cos §] < 1 oldugundan,

XY = 1%, %)
elde edilir. ]

% Not Teorem 4.10°un kanitinda, Oklid i¢ carpimi s6z konusu oldugu igin,

<§), ?> = H?H ||§)H cos 6 esitliginden dolay1, Schwarz esitsizliginin dogrulugu hemen
goriilebilmektedir. Fakat, Oklid i¢ ¢arpimi disindaki, herhangi bir i¢ ¢arpim igin de,
bu esitsizlik daima dogrudur. Herhangi bir i¢ carpim i¢in bu esitsizligin dogrulugunun
kanitin1 Problem 4.15’te bulabilirsiniz.

*Teorem (! 17ggen Egitsizligi) Bir iicgende, herhangi bir kenar, diger iki kenarin
toplanmindan kii¢iik, farkindan biiyiiktiir.
Kanit : Yandaki sekile gore,

IIEI=1FU <% =51 < Ix[+ 171l

oldugunu gosterecegiz.

DX =¥ <|X] +7¥] oldugunu gorelim.
[%-FF = (®-FF-F)=(%F) () (T F)(7.V)
= |ZI" 29+ 7’
H?HZ +2 }<§), |+ H?H2 (Schwarz Esitsizliginden)
=1 +2= 1171+ 1717
= (I=I+17D°

IN A

esitsizliginden, || X — ¥'|| < || X|| + || 7| oldugu gériiliir.
i) |[|X]| - ||| < [|¥ - ¥|| oldugunu gérelim.
-9 = XV X V)= (XX (X V) - (¥ X+ (V)

= X" 2@ )+ 71
IZI° =2 =)+ 71
IZI°=21= 171+ 1717
= (I=I-1¥D°

esitsizliginden istenen elde edilir. Esitlik durumlari, sadece § = 0 veya § = = iken
saglanir ki, bu durumlarda tiggenden bahsedilemez. |

AV VS
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OKlid i¢ carpimim kullanarak izdiisiim Vektoriiniin bulunmasi

R™ uzayinda, verilen herhangi bir X vektoriiniin, bagka bir Yy vektorii iizerindeki dik
izdiisiim vektoriinii de, Oklid i¢ ¢arpimi yardimiyla bulabiliriz.

*Teorem ?, ? € R"™ sifirdan farkli vektérleri verilsin. X vektoriiniin, ? vek-
torii tizerindeki dik izdiigtim vektorii

N
> y

ile bulunur.

Kamt : € y dogrultusundaki birim vektr olsun. Buna gore,

— —
g— Z} _ iizd
IV [[¥ieall
—
J2] y _ yazilabilir. Bu esitlikten, Xizd = |||T _>|C|1H? elde edilir.
—— = " y
e Xizd Diger yandan,
— = — =
el = [ ot = | iy =
oldugu kullanilirsa,
- — - —
L EP . (EF)o
X izd = H_)HQ y = <?>’?>>y
bulunur. m

Ornek 4.56 X = (1,1, 3,4) vektoriiniin ¥ = (2,3, 1, 1) vektorii iizerindeki dik
izdiigiim vektoriinii bulunuz.

Coziim : Formiil uygulanarak

- =
- Xy L2 _4
Xizd = Wy Y "3 (2,3,1,1)

elde edilir. Siz, formiil uygulamak yerine, kanitta kullandigimiz yontemle bulmaya caliginiz.

4.54) Alistirma X = (0,1,1,0, 1) vektoriiniin Y = (1,1,1,1,1) vektorii iizerindeki
dik izdiigiim vektoriinii bulunuz.

3
Yamit: X;.q = = (1,1,1,1,1).

4.55)AI|§t|m1a X = (2,1, 1) vektoriiniin y = (1,1, 3) vektorii iizerindeki dik izdiisiim
vektoriinii bulunuz.

E(1,1,3).

Yanit : ?izd = 11

145-148 arasi sayfalar bu dokiimanda goésterilmemektedir.



Analitik Geometri ve C6ziimlii Problemler - Mustafa Ozdemir (ORNEKTIR)

148 Analitik Geometri

Vektorel Carpim ve Geometrik Uygulamalari

OM Skaler garpimin sonucu bir skaler degerdir. iki vektoriin vektorel garpimi ise
bir vektordiir. Uzayda X = (x1,22,23) ve Y = (y1,¥2,y3) gibi iki vektoriin vektorel

carpimi;
i j k
- =
XXy = T1 X2 I3
Yy Y2 Y3
— —
X XYy = (%2ys — 23y, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — T2y1)

seklinde tanimlanir. Bu tanima gore, iki vektoriin vektorel ¢arpiminin sonucunda yeni bir
vektor elde edilir.

Ornek 459 X = (1,2,3)ve Yy = (0,2, 1) olduguna gire, X X y vektiriinii

i
1 = (—4,—1,2) olur. Bu vektriin hem X hem

— W R

J
2
2

o

de y vektoriiyle i¢ ¢arpmmuinim sifir oldugunu ve dolayisiyla X ve y vektorlerine dik
oldugunu goriiniiz.

Not: X xy =1|1 2 3 =<’; ?‘,—'é :13 , 3 iI’Dseklindehesap—
0 2 1
lanabilir.
+ - +

4.57)AI|§t|m1a X = (1,1,2) ve ¥ = (1,2,1) olduguna gore, X x y vektoriinii
bulunuz.

Yamt: (—3,1,1).

4.58)A|I§tll'ma X = (-1,2,3)ve ¥ = (3,—2,1) olduguna gore, X x Y vektoriinii
bulunuz.

Yamt : (8,10,—4).
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Vektorel Carpimin Bazi Ozellikleri

X x ¥ vektorel carpimini, determinant yardimiyla tanimlamustik. Determinantin 6zellik-
lerini kullanarak, vektorel carpimin asagidaki 6zelliklerini kolayca yazabiliriz.

1. ¥ x ¥ = =y x X (Vektorel garpimin degisme 6zelligi yok

y y ( carp gis gi yok)
Kamt : Vektorel ¢arpimin determinantli taniminin dogrudan sonucudur. Determinantta
iki satirin yeri degisirse, determinant isaret degistirir.
2.XxX =0 (Bir vektoriin kendisiyle vektorel garpimi 0 vektoriidiir.)
Kamt : Herhangi iki satir1 ayni olan matrisin determinantinin 0 olmasinin sonucudur.
3.AeRigin, AX) x Y =A (X xY)
4.0xX=Xx0=0
5.XxyY=0=XeRi¢inX = \y . (Yani, X H y ise vektorel garpim 0 vektoriidiir.)
6.Xx(Yy+7z)=(Xxy)+(Xx7).

Ornek 460 X =(1,—2,3)vey = (—2,4,—6)ise X X y =?

Céziim : y = —2% oldugundan, X || ¥ olurki, ¥ x y = 0 olur.

4.SSDAI|§tm'na Vektorel carpimi 0 olan iki vektor yaziniz.

—_ -

Ornek 4.61 R3 uzaymin 75, f, k standart vektorleri icin, 7 X ; = E, 7 X k= 1,

f Xi=—k oldugunu gosteriniz.

Coziim 17 = (1,0,0), ; =(0,1,0) ve k= (0,0, 1) oldugunu kullanacagiz.

S I A 2 R I AN 2N AU I A A B

ixj=|1 0 0|=k, jgxk=|0 1 0|=1t jx2=|0 1 0 |=—-k
01 0 0 0 1 1 0 0

bi¢iminde kolayca goriilebilir.

Not : Standart birim vektorlerin vektdrel carpiminda yandaki sekil

{ kullanilabilir.
(, ') ixFoF  jxi- %
ixk=1 kxj=-—i
7 kxi=y iXk=—j
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Ornek 4.62  Vektorel carpim isleminin birlesme ozelligi var midur?

Coziim : Vektorel carpim isleminin birlesme 6zelliginin olmadigini bir ters drnekle gostere-
biliriz. X = (1,0,1), ¥ = (0,1,1) ve Z = (1, 1,0) vektorlerini alalim ve

(X xy) x7Z #X x (¥ x Z) oldugunu gorelim.
Xx¥=[10 1|=(-L-1)veyxZ=[0 1 1|=(-11L-1)
0 1 1 1 1 0
oldugundan,
(Xxy)xZ=|-1 -1 1 |=(-11,0)
1 1 0
Xx(¥xZ)=| 1 0 1 |=(-1,01)
-1 -1

1
elde edilirki, (X x y) x Z # X x (¥ x Z') oldugundan, vektdrel garpimda birlesme
ozelligi yoktur.

Vektorel Carpimin En Onemli Geometrik Yorumu

*Teorem Uzayda verilen iki vektoriin vektorel carpimi, carpilan her iki vektire
de dik olan yeni bir vektor verir.

Kamit: X xy 1 X ve X x ¥ L ¥ oldugunu géstermek igin,
- = = - = =
XXy, X)=(Xxy,y)=0
oldugunu gostermek yeterlidir. X = (1,22, 23) ve ¥ = (y1, yo,y3) vektorleri igin,
X XY = (22y3 — T3y2, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — T2Y1)
oldugundan,
-, = =
(X Xy, X) = 22ysx1 — T3Yy221 — T1Y3%2 + T3Y1T2 + T1Y2T3 — Toy133 = 0
-, = =
<X Xy, Y> = Toy3Y1 — T3Y2Y1 — T1Y3Y2 + T3Y1Y2 + T1Y2y3 — T2y1y3 = 0
oldugu goriilebilir. |

!

I 4 g
_ e
Ey4)_é' v)-} % ¥

XX
4
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Ornek 4.63 R® uzayinda X = (2,3,11) ve ¥ = (—2,7,5) vektorlerinin her
ikisine de dik olan bir vektor bulunuz.

Coziim : Bu iki vektoriin vektdrel carpimlari, her ikisine de dik olan istenen vektorii
verecektir.

XXy = = —62i — 32 + 20k

Ny N sy
-~ WS
or 2oy

oldugundan, z’ = (—62, —32, 20) vektdrii, hem X hem de y’ vektoriine dik bir vektordiir.

% Not Bir V vektor uzayinin tabanindaki tiim vektorler birbirine dik ise, bu tabana V
uzayinin ortogonal tabani denir. Bu vektdrlerin herbiri ayrica birim vektor ise bu tabana
ortonormal taban denir.
Ornegin,

{W1=(1,2,2), W2 =(2,1,-2), W3 =(2,-2,1)}
tabani bir ortogonal taban,

o1 1 o1
==-(1,2,2 ==(2,1,-2 ==-(2,-2,1
{ul 3(7 ) )7 u2 3(7 ) )v us 3(7 ) )}

tabani ise bir ortonormal tabandir.

Ornek 4.64 R® uzayimin X = (1,2, 3) vektoriinii iceren bir ortogonal tabanin
bulunuz.

Coziim : Once, X = (1,2,3) vektoriine dik herhangi bir vektor alalim. <§), ?> =0
olacak sekilde, y = (1,1, —1) vektorii alinabilir. Simdi, ise, hem X hem de y vektoriine
dik bir vektor bulalim. Bu kez, X X ? = 7 almabilir. Buradan,

1

-

i k
2 3 |=(-54,-1)
1 -1

—
VA

i
=1

1
olur. Boylece,

{? = (17273)7 ? = (17 1, _1)a ? = (_5a47_1)}

R3 {in ortogonal bir tabani olur. Ayrica, ortonormal tabanimi da her vektdrii normuna
bolerek elde edebiliriz. Buna gore,

1 1 1
{\/ﬁ (1’2’3)’ﬁ (1,1,—1),E (—5,4,—1)}

ise ortonormal tabandir. Siz de, kendi belirleyeceginiz bir y vektoriiyle baska bir ortogo-
nal taban bulunuz.

151-154 arasi sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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esitligi saglanir.

(Lagrange Ozdesligi)
Kamt : Bir 6nceki teoremi kullanirsak,

(X xy,z xw)=((¥X x Xz,
yazilabilir. Simdide, (X x y) x 7z = (X,7Z)y — (¥, Z) X esitligini kullanip, i¢
carpimin lineerligini kulanirsak,

(Xxy,Zxw) = (Xxy)xZ,wW)=(X,2)y — (¥, Z)X, W)
- ®D)F) - (77)E)
- = - =
x,z> X, W
- |53 B
elde edilir. [ |

4.6@AI|§tm'na R3 uzayinda Lagrange ézdesligini kullanarak ||§> X ?H2 ifadesini i¢
carpima bagh olarak bulunuz.

Vektorel Carpimin Normunun Geometrik Anlam

*Teorem R3 uzayinda verilen X ve ? vektorleri arasindaki act 0 olmak iizere,
X ve 'y vektorleriyle olusturulan paralelkenarin alani Alan (x , y) ise,

% % ¥ = %7 sin6 = Atan (%, 7)

esitligi saglanir.

Kanit : H? X ?H2=<§> Xy, X x ?> seklinde yazip, Lagrange 6zdesligi kullanilirsa,
eyl = [ $2E E0 |- @@ - @)
y,X Y,y
= [RIPIFI° = IR cos?e
= [XIPI7]° (1~ cos”6)
= [RIF 7] sin*6

elde edilir.

Diger yandan, X ve y vektorleriyle olusturulan paralelke-
narin alani :

Alan (?, ?) = H?H H?H sin 6 oldugundan,
1% %7 = %] |7 sin6 = Alan (%.7)
X g bulunur. Sonug olarak, R3 uzayinda verilen iki vektoriin

vektorel carpiminin normu, bu iki vektorle olusturulan paralelkenarin alanini verir. (Bunun
sadece R? de gegerli oldugunu unutmayiniz!) |
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Ornek 4.67 R de verilen X = (1,2,3) ve y = (3, 2, 1) vektorleriyle olusturulan
paralelkenarin alanint bulunuz.

Coziim : Yukaridaki 6zellik kullanilarak,

ij k
Alan (X,Y) =X x¥|=|| 1 2 3| =[(-4,8-4)| =46
3 2 1
bulunur.

Ornek 4.68 R* de verilen X = (0,1,2,3)ve y = (3,2, 1,0) vektirleriyle olustu-
rulan paralelkenarin alanini bulunuz.

Céziim : Uzaymmiz R* oldugu icin, vektdrel carpiml1 alan formiilii kullanilamaz. Bu kez,
Alan (%,5) = (X, X)(7.¥) - (X, ¥)’
oldugunu kullanacagiz. Buna gore,

Alan (X,y) =14 14— 16 = 6/

bulunur.

Ornek 4.69 Verilen iki X ve Y vektorii i¢iny U X X = Yy ve <ﬁ>,§>> = ||§>||
esitlikleri saglandigina gore, ||ﬁ)|| degerini, ||§’|| ve ||?H cinsinden belirleyiniz.

Coziim : U x X = ¥ esitligi, 3 vektoriiniin X vektoriine dik oldugunu gosterir. X
ve y birbirine dik degilse, W vektorii igin bir ¢oziim yoktur. O halde, X L 7y igin
denklemin ¢oziimiinii yapalim. X ile U arasindaki ac1 @ olsun. Buna gore,
x| = [[@][[[%]lsing = [[¥]| = |[&] || X]|sin6
(W@.%) = @] [%] cost = ]| =[] [%] cost
esitliklerinin kareleri toplamindan,

IRIF+ 71 = ][RI (sin® 6+ cos? 6)

[Ed
1 + W elde edl]ll‘
X

olur. Buradan, ﬁ>|| =

4.65)AI|§tlrma R? de verilen W = (1,1,k) ve V = (2,1, 3) vektorleriyle olusturulan
paralelkenarin alani V6 ise k kagtir?

Yamt : 1.
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Karma Carpim ve Geometrik Uygulamalar
Tanim R3 yzayinda, X x y vektérel garpimiyla, z vektériiniin ig garpimma, X,y , Z
vektorlerinin karma ¢arpimi denir. Yani, <§> Xy, ?> degerine X,y , Z vektorlerinin
karma ¢arpimi denir ve [?, Y, ?] ile gosterilir. Yukarida,

(X xy,Z)=det (X,y,7)

oldugu gostermistik. O halde, X, 7y, z vektorlerinin karma carpimu,
- — — — — —
[x, Yy, z] :det(x, Yy, z)

seklinde tanimlanir. Ayrica, <§> Xy, ?> = <§>, Y x ?> esitligine gore, bir karma
carpimda 6nemli olan vektorlerin sirasidir. Vektorel ¢arpim islemi, ilk iki veya son iki
vektor arasinda olabilir ve her iki deger de bu ii¢ vektoriin karma garpimini verir.

,4)ve Z=(1,1,0) olduguna gire [?,?,?] =7

o

S

=]

®

=

N

=

=)
|

Il
N| —~
d =
»
&
<
Py
»

N

= det (?, Y, ?) tanimi kullanilarak
1 2 3
[X,¥,Z]=|3 2 4 |=7
1 1 0
elde edilir.
4.6@AI|§tm'na X=(1,0,3), y=(0,2,1) ve 2 =(1,2,0) olduguna gére [X,y , Z | ="
Yamt : —8.

4.67)AI|§tm'na X = (,k3),Y = (3,2,1) ve 7 = (1,2,0) vektorlerinin karma
carpimi 0 ise k =7
Yamt : k£ = —10.

Karma Carpimin Ozellikleri

Asagidaki 6zellikler determinantin 6zelliklerinden kolayca goriilebilir.
1. Vektorlerden ikisi esit olan ii¢ vektoriin karma ¢arpimi 0’dir.

- = — - = — - — —

(X, ¥,X]=0,[X,X,¥] =0, [X,¥,¥] =0
2.\, k,m € Rigin, [AX,ky ,mZ]

3.0 €Ricin, [X, ¥, 7 + W] = [X,¥, 7
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Ornek 4.71 [?,?,7} = 3 olduguna gore, [? +2¥,Z +y,3X +4 7] karma
carpimint hesaplayiniz.

Coziim : Determinant 6zelliklerini kulanirsak,

X4+2Y 1 2 0] %X
(X +2Y,2+Yy,3X +4 7] = Z+y |=|01 1||¥Y
3X 447 30 417

elde edilir.

4.68) Alistrma X,y , 7] = 3 olduguna gre, [3X + 7,7 — ¥, X +37] =2
Yamt : —24.

Karma Carpimin Geometrik Anlam

*Teorem R3 uzayinda, ?, ?, Z vektorlerinin karma carpiminin mutlak degeri,
X,y ve z vektorleriyle olusturulan paralelyiizliiniin hacmini verir.

Kamit: X,y ve z vektorleriyle olusturulan paralelyiizliiyii sekildeki gibi ¢izelim. Kaniti-

mizda vektorlerdeki ti¢ dnemli 6zelligini kullanacagiz.

i) X x y, hem X hem y ye diktir. O halde, X x y paralelyiizliiniin yiiksekligi dogrul-
tusundadir.

ii) X ve y ile olusturulan taban alam H XXy

’dir.

iii) X x y ile Z arasindaki ac1 6 ise, <§> X ?,7> = H? X ?H ||7H cos 6 ’dr.

X%y

/

Fxsd
Ll

09
=l

Buna gore, V' hacimi gostermek iizere, kanitimizi

V = Taban Alant - Yikseklik
= [X x| h=[X xF[ [ 7] cost
- [(®x7. D) ~|[%.5.7]]

bi¢iminde yapabiliriz. [ ]
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Ornek4.72 X = (1,2,1),y = (1,3,4) ve 7 = (2, 3, 1) vektirleriyle olusturu-
lan paralelyiizliiniin hacmini bulunuz.

Coziim : Karma ¢arpimin geometrik yorumu kullanilirsa,

Hacim(X,¥.%) = |[X. 7. 7Z]| =

N = =
W W N
— =
Il
[N}

olur.

4.69)AI|§t|rma X =(0,2,1),5 = (5,3,4) ve Z = (1,3, 1) vektorleriyle olusturulan
paralelyiizliiniin hacmini bulunuz.

Yamt : 10.

Karma Carpimin Geometrik Yorumunun Bazi Sonuglari

Ucg vektoriin karma ¢arpiminin sifir olmas1 demek, hacim olusmamas1 demektir.
Yani, ii¢ vektoriin ayn1 diizlemde olmast demektir.

Ug vektoriin karma ¢arpimimin sifir olmast demek, bu ii¢ vektoriin lineer bagimli
olmast demektir.

Ug vektoriin karma garpimu sifir ise, bu ii¢ vektdriin gerdigi uzayin boyutu 3’den
kesinlikle kiigtktiir.

Ug vektdriin karma carpimu sifir ise, bu ii¢ vektdriin olusturdugu matrisin ranki
3’den kesinlikle kiigiiktiir.

Ug vektoriin karma carpimu sifirdan farkli ise, bu vektorler lineer bagimsizdir.
Karma carpimu sifirdan farkli olan ii¢ vektdr, R3 uzaymi gererler.

Karma carpimu sifirdan farkli olan ii¢ vektdr, R3 uzay1 icin bir tabandar.

L b D S T A

Ornek4.73 X = (1,1,2),y = (1,2,3) ve 7 = (2,3, k) vektorleri lineer
bagiml ise k =7

Coziim : X,y , Z vektorleri lineer bagimli ise, [?, Y, ?] = 0 olmalidir.
1 1 2
2 3 k

esitliginden, k = 5 bulunur.



Analitik Geometri ve C6ziimlii Problemler - Mustafa Ozdemir (ORNEKTIR)

VEKTORLER 159

4.7@A||§t|rma X =(k,1,2),y = (1,0,3) ve Zz = (2,1, k) vektorleri lineer bagimli
ise k =7

Ornek 474 X = (1,1,2), Y = (0,1,3) ve 7 = (2,1, 3) vektorlerinin lineer
bagumsiz oldugunu gosteriniz.

e e — — — . — — — 1 -
Coziim : [X,y,Z] #0ise X,y , 7 lineer bagimsiz olur.

=240

N O =
—_ =
W W N

oldugundan, X,y , Z vektorleri lineer bagimsizdirlar.

Ornek4.75 X = (1,2,k), ¥ = (2,3,1) ve 7 = (2,1, 3) vektirleri aym diiz-
lemde ise k =7

Coziim : X,y, z aym diizlemde ise, [?, Y, 7] = (0 olmalidir.
1 2 k
2 3 1 |=—-4k=0
2 1 3

esitliginden, £ = 0 olur.

Ornek 476 A(1,1,1), B(1,2,3), C(2,3,4), D (1,4, k) noktalar: aym diiz-
lemde ise k =7

- = -
, z = AD denilirse,

Coziim : Once noktadan vektore gecelim. X = AB
0 ayni diizlemde ise,

X =1(0,1,2),y =(1,2,3) ve 7 = (0,3,k — 1)
— = —
X,y,Z] =0 olmaldir.

—
Yy
ur.

0 1 2
1 2 3 =7-k=0
0 3 k-1

esitliginden, k£ = 7 bulunur.

4.71)AI|§t|rma X =(1,1,k),y =(1,3,1) ve 7 = (k, 1,3) vektorleri aym diizlemde
ise k =7

Yamt: k€ {-1,5/3}.
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4.72)A||§t|rma A(k,1,2),B(1,0,3), C(2,1,k)ve D (1,1, 1) noktalar: ayni diizlemde
ise k =7

Yamt : k € {0,2}.

Ornek 4.77 X = (1,1,2), Y = (0, k, 3) ve Z = (2,1, 3) vektorleri R® uzayinin
bir tabani ise k =7

—_—

P .—>—>—>_0- — = — 1: bvll
Cozum.[x,y,z]f ise, X, y, z lineer bagimli olur.

1
k =3-k=0
1

N D =

3 icin taban olamazlar. Yani, k& # 3 icin taban

H o w

- = =1 <
olursa, X, y’, z lineer bagimli olur ve
olurlar.

*Teorem Koseleri A, B, C, D olan, ABCD ii¢gensel piramidinin hacmi :
. lir— — —
V = Hacim (ABCD) = ¢ ] [AB, AC, AD} ]
degerine esittir.
Kamt : Uggensel piramidin hacminin,

1
V = 3 (Taban Alam) - (Yikseklik)

oldugunu hatirlaymiz.

. L. 11— - N - .
Uggensel piramidin taban alani : 5 HAB x AC H oldugunu biliyoruz. Diger yandan,

— — — —
0 acis1, AD vektoriiyle AB x AC' arasindaki a1 olmak iizere, yiikseklik HADH cos
oldugundan, istenen hacim :

—>—>—>}

v e = 1.
elde edilir.
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Ornek 4.78 Késelerinin koordinatlart A (1,1,1),B (1,2, 3),C(2,3,4),D (1,4, 2)
olan ii¢gensel piramidin hacmini bulunuz,.

Céziim : AB = (0,1,2), AC = (1,2,3), AD = (0,3, 1) oldugundan,

V = Hacim (ABCD) =

S| =

1
0 1 2
123:%
0 3 1

elde edilir.

4.73)AI|§tm'na Koselerinin koordinatlart A (0,0,0), B (1,2,3),C (3,0,0), D (0,0,5)
olan ti¢gensel piramidin hacmini bulunuz.

Yanit : 5.

*Teorem R3 uzaywmda, tepe noktasi E ve tabammin kogeleri A, B,C, D olan,
ABCDE dortgensel piramidinin hacmi :

—_— — —

1 —_— — —
V = Hacim (ABCDE) = (det(A ,AD, AE) + det(BC,BD,BE))
degerine esittir.

Kanit : Dortgensel piramitin hacmini, iki tiggensel piramidin hacminin toplami olarak
yazip sonuca ulasacagiz. Buna gore,

V(ABCDE) = V (ABDE)+V (BCDE)

lr— — — lr— — —

- [AB,AD,AE] o [BC, BD,BE}

6 6

- é (det(AB, AD, 4B) + det(B, BD, BE))

degeri bize istenen hacmi vecektir.

B A

Eger 6zel olarak, piramidimizin alan1 bir paralelkenar ise, iki iiggensel piramidin hacimleri
ayni olacagindan,

V (ABCDE) =

—>—>—>)

(det(A ,AD, AE)

Wl =

olur.
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Ornek 4.79 Tepe noktas1 E (3,4, 5) olan ve tabaninin koordinatlan A (1,1,1),
B(1,2,3),C(2,4,1), D (3,2, k) olan dirtgensel piramidin hacmini bulunuz.
Coziim : Oncelikle, A, B, C ve D noktalarinin ayni diizlemde olmast igin &’nin degerini

bulalim. Bunun i¢in,

det(AB,AC,AD) =0

olmasi gerektigini kullanabiliriz. Buradan,

0 1 2
2 1 k-1
esitliginden, kK = —9 olur. Buna gore, dortgensel piramidin hacmi:
1 —_— —— —— —_— — —
Vo= : (det(AB,AD,AE) +det(BC, BD, BE))
1 0 1 2 1 2 =2
= 5 2 0 -10(+|2 0 -12
2 3 4 2 2 2
e 1 28 .
esitliginden, V = g (16 +40) = 3 elde edilir.

Ornek 4.80 Késelerinin koordinatlart A (1,2,1) , B (3,5,1), C(0,2,7),
D (1,1,1) ve E (4,5, —4) olan dirtgensel piramidin hacmini bulunuz.

Coziim : Oncelikle, hangi noktalarin ayni diizlemde oldugu bulunmalidir. Bir kag dene-
meden sonra, A, B, C, E’nin diizlemsel ve dolayisiyla tabandaki dort nokta oldugu, D
noktasinin ise tepe noktasi oldugu goriilebilir.

D
E
A
Buna gore istenen hacim :
1 —_— — —— —_ — ——
T 6(olet(AB,AC,AD)+det(B B ,BD))

1 2 30 -3 -3 6

= 3 -1 0 6|+ 1 0 -5

0 -1 0 -2 -4 0

(12 + 6) = 3 elde edilir.

[=>) el

esitliginden, V' ==
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Coziimlii Problemler

Problcm ¢ Herhangi bir AB C ii¢geninde, G agirlik merkezi olmak iizere,

GA + GB + GC=10 oldugunu kanitlayiniz. (Agirlik merkezi, kenarortaylarin kesim
noktasidir ve kenartortaylar birbirlerinin 1:2 oraninda bolerler.) (Bak. Problem 4.5)

@iéziim : AD kenarotayinin iizerinde, |GD| = |DK| olacak sekilde bir D noktasi
alalim. Bu durumda,

|GD| = |DK| ve |BD| = |DC|
oldugundan, BGCK dortgeninde kdsegenler birbirine ortaladigi i¢cin, BGC'K dortgeni
bir paralelkenardir.

Buna gore, paralelkenar kuralina goére vektor-
lerin toplanmasi gozoniine alinirsa,

—_— = —_—
GB + GC = GK

elde edilir. |AG| = 2|GD| = |GK| oldugun- s E
—_— -
dan, GK = AG yazilabilir. Buradan,

—_— = — —

GB+ GC=AG=-GA, B C
— s — -

GA+GB+GC=0 \V

bulunur. K

Problem ¢ ABC ii¢geninin kenarlar iizerinde, |AE| = 3 |EC|, |CF| =3
|FB| ve |BD| = 3 |DA| olacak sekilde, F, E, D noktalari aliniyor. U¢genin bulun-
Y . . . . A g = —> .
dugu diizlemdeki herhangi bir nokta P olsun, PA + PB + PC = X ise
— — —_—
PD + PE + PF toplamint X vektorii cinsinden bulunuz.

Céziim
— _— — — 1—
PD = PA+AD=PA+ ZAB
—_— _ = —_ 1—
P = PC+CE=PC+ ZCA
—_— —_—  — — 11—
PF = PB—}—BF:PB—FZBC

esitliklerini taraf tarafa toplarsak, ve
— — —_— —
AB+BC+CA=0

oldugunu kullanirsak,

—
B

— = 1
PD+PE+PF =% + Z(
elde edilir.
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PI‘Ob'em ¢ ABCDEF bir diizgiin altigen olduguna gire, asagidakilerin dogru
yada yanlis olup olmadiklarin agiklayiniz.

— — — — —
I |AB+ED+ DC+ BC|= 3| AF|,

T — — —
1. ED+ DC = FE + AF

P — —_

Il |ED + EF||=||BA + AF ||

Coziim : Sekil iizerinden takip ediniz.

A B

E D

— — —_— — P —
I. BC =CGve AB =GH = ED = DG oldugu g6z oniine alinirsa,
—_ = = — —_— = = —— — —
|AB + ED + DC + BC|=||ED + DC +CG+ GH||=|EH|=3 | ED||
— —
olur. ABCDEF diizgiin altigen oldugundan, || ED ||=|| AF|| ve
e e —

IAB+ ED + DC + BC||=3 | AF||

elde edilir. I dogrudur.

— — — — — — — —_— .

I velll. ED + DC = EC ve FE + AF = AF oldugundan, EC # AF dir. Bu
iki vektoriin dogrultulart farkli olsa da, uzunluklar esittir. Bu nedenle, II yanlis, III ise
dogrudur.

Problcm ¢ Paralelkenarin kosegenlerinin birbirini ortaladigini kanitlayiniz.

Céziim :
ABCD bir paralelkenar ve kosegenlerin kesisim
—
noktasi da P olsun. AP vektoriini, A ¢

AP = MC = MAB + BC) = A(AB + AD)

ve

— — — — —

AP = AB+ BP=AB+kBD A
— — — —_— —
AB+ k(BA+ AD)=(1—k)AB+ kAD

seklinde iki farkli bigimde yazabiliriz.

164-167 arasi sayfalar bu dokiimanda gésterilmemektedir.
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.PI‘Ob'em 2 R? uzayinda, X = (z1, ) ve Y = (y1,Yo) icin, < =z
Yy +2x4 Yy, ic carpimi tanimlantyor. Bu i¢ carpim uzayinda W = (2,1)ve V. = (3, a)

vektirleri birbirine dik ise a kactwr (2014 - OABT-IOM)

@&ﬁm : (X,¥) = 0ise, X ve y vektdrleri birbirine diktir. Buna gore,
(U, v)=2-3+2(1-a)=0

esitliginden ¢ = —3 bulunur.

Problcm : R¥Pde X = (x4, z3), Y = (Y1, yz) icin,
FiRPXR? 5 R, f(X,¥) =21 y; —T2¥3 —T1 Y +3T2 4,

seklinde tamimlanan fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur. Bu i¢ carpimla birlikte R?
i¢ carpim uzayinda verilen U = (1, 2) vektériiniin normunu bulunuz.

Céziim :

= \/ <ﬁ), ﬁ)> = \/ f (ﬁ), H)) seklinde tanimlandigindan,
[d]|=I1,5)|=vI-T-2-1T-1-2+3-2-2=3

bulunur.

Problem : Sekildeki dikdiortgenler prizmast seklindeki odanin bir kégesinde bu-

lunan iicgen duvarin odaya bakan yiizii boyanacaknr. T, [MC)’nin orta noktasu, S ise
[ML]’nin orta noktast olduguna gore, bu yiiziin alanint bulunuz.

C 8 B
5]
D E A
T
N s . L
Céziim : N(6,0,0), S(0,4,0) ve T(0,0, 5) oldugundan
X = NT =T—N= (—6,0,5)
—
Y =NS =S—N= (—6,4,0)

oldugu g6z oniine alinirsa,

Alan (ABC) = 1\/ X, X){(¥Y.,¥) - <?,?>2=%~/61-52—362:\/@

elde edilir.

167-173 arasi sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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Boliim Sonu Tekrar Testi (VEKTORLER)

1. A(L1,2,4,2) ve B(3,4,1,2) noktalar: arasindaki uzakligi bulunuz.
A)V3 B) V13 0) V14 D) V15 E) V17

2. Asagidaki birim karelerden olusan koordinat sisteminde verilen vektorlere gore,

2X — Y + 7 + 21U + W vektoriiniin konum vektorii nedir?

w

x \4 v

Nl

<!

A) (6,3) B) (6,1) 0 (4,2) D) (7,1) E) (5,3)

— — —
3. ABCD bir dikdortgen ve F, [BE] nin orta noktasi olmak tizere, AD + CFE + BF
toplam1 asagidakilerden hangisine esittir?

D

()

K

1— 33— — 1— —
A) ZBC’ B) ZFE C)3FB D) §AE E)3FE

4. W =(1,2,1,3,2) vektoriiniin uzunlugu kag birimdir?

A) V29 B) V13 0 V14 D) V19 E) V17

5. X = (acost,asint,bsin 2t,bcos 2t) vektoriiniin her ¢ € R igin birim vektor olmast
i¢in, asagidakilerden hangisi saglanmalidir?
Aa’+b2=1 Bla+b=1 Cab=1 D)2a®>+’=1 E)a®>+20%2 =1

6. A(1,3) ve B(3,6) noktalarindan gecen dogrunun egimi nedir?
A)2 B) -2 C)3/2 D) 5,2 E) -3

173-177 aras1 sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Asagidakilerden hangisi X = (2, 1, 4) vektoriine dik degildir?
A) (2707_1) B) (3727 _2) C) (_37271) D) (1,]—7_2) E) (1727_1)

R? uzaymda X = (1,1,k), y = (m,—1,3) ve Zz = (3,n,1) vektorleri ikiser
olarak birbirlerine dik olduklarina gore, k kagtir?

5 9 7 -7 -5
A) 3 B) 3 O) 3 D) 5 E) 5
||§> + ?H =1, ”?H = 2ve ||§> — ?H = 3 olduguna gére, X vektoriiniin
uzunlugunu bulunuz.
A)4 B) 3 0)2 D) 5 E)1

¥+ ¥ =5ve|X - ¥| =3 olduguna gére, (X, y) degeri kagtir?
A) 4 B)3 C)2 D)5 E)1

X =(0,1,2,2,2) ve ¥ = (2,2,0,2,1) vektorleriyle olusturulan paralelkenarin
alanin1 bulunuz.

A) V101 B) 5v/10 C) 3v10 D) /105 E) 10

Késelerinin koordinatlart A (1,1,1,1), B(1,2,3,3) ve C (1,2, 1, 3) olan iiggenin
alanimi bulunuz.

A) 25 B) 5 C) 210 D) V10 E)5

X = (1,3) ve ¥ = (3,1) vektorleriyle olusturulan paralelkenarin alanin1 bulunuz.

A) 25 B) 21/2 C) V10 D) /63 E)8

Koseleri A (3,4,4), B(1,2,3) ve C (2,1,4) olan iiggenin B agisinin kosindisiinii
bulunuz.

2 3 3 3 2
A)% B)g C)% D)% E)%

Késelerinin koordinatlar1 A (1,1,1,1), B(1,2,3,3) ve C (3,2, 1, 3) olan iiggenin
¢evrel cemberinin alanini bulunuz.
81 81 27 81 27
A) — B) — C) — D) — E) —
)xm BT OxT Dgpr Bgr
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39. X = (1,2,3,4) vektoriinin Y = (0, 1, 1, 1) vektorii iizerindeki dik izdiisiim vektorii
hangisidir?

3 ) 3 9
)3y B) S Y Q3¥ D) Y E) 7V

40. X =(1,4,2), ¥ = (2,3, —1) olmak iizere, asagidaki vektorlerden hangisi X x y
vektoriine paraleldir?
A) (27331) B) (277171) C) (17035) D) (231371) E) (237171)

41. X =(1,3,2), Yy = (2,3,-1) ise || ¥ x ¥ || kagtir?

A) V115 B)3WV17T  ©O3vV19 D)VII9  E)V117

42. ¥ =(1,2,3) ve ¥ = (2,3, 1) vektérleriyle olusturulan paralelkenarin alani kagtir?

A)2vV/19  B)5V3  O)3vV5 D)VI9  E)2V17

43. Asagidakilerden hangisi X = (1,2,3) ve ¥ = (2,3, 1) vektorlerinin her ikisine de
diktir?
A) (_57 17 1) B) (77 _55 1) C) (3a 07 _1) D) (77 5a _1> E) (77 5a 1)

44. Asagidaki vektor ikililerinden hangisi X = (3, —1,4) vektoriiyle ayni diizlemdedir
ve birbirine diktir?
A)(-5,1,1),(1,2,3) B)(1,2,3),(-3,0,1) ©)(1,1,1),(1,-3,2)
D) (1,2,3),(1,-2,1) E)(1,2,3),(0,-3,2

~—

)

45. X = (1,2,3), ¥ = (2,3,1) ve Z = (2,0,3) vektorleriyle olusturulan
paralelyiizliiniin hacmini bulunuz.
A) 19 B) 17 Q)18 D) 16 E)9

46. [x, Yy, z], X,y ve z vektorlerinin karma ¢arpimini gostermek iizere,
X,y.Z] =2ise [3X +2Y,3y +27,27 + X| =
4 B) 28 C) 14 D) 44 E) 22

47. X =38, + &3,y = & + 28 —3€ ve z = 28&, + & vektorleriyle olusturulan
paralelyiizliiniin hacmi kagtir?
A) 20 B) 30 C) 25 D) 15 E) 40
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48. [X

_)7
[,

~|

N
s L X,

] = 0 ise agagidakilerden hangisi ya da hangileri kesinlikle dogrudur?
— — q: u

, Y ve z lineer bagimsizdirlar.

I. X,y ve z aym diizlemdedirler.

. <,y

)

T
%] n|

|

y ve z vektorlerinin karma ¢arpimini gostermek iizere,

|

X,y ve z hacim olusturmazlar.

IV. Z vektorii X ve y vektorlerinin lineer bilesimi olarak yazilabilir.
V. Z vektorii, X veya y vektorlerinden birine paraleldir.
A) ILIII ve IV B) Hepsi

OILILIVveV D)llvelll E)ILIHIveV

49. A(1,0,1), B(1,2,3),C(2,1,3) ve D (k, 1,4) noktalart ayni diizlemde olduguna

gore k kactir?
A)?2 B) 3 Q)4 D)1 E) 0

50. X =(-1,2,3), ¥ = (2,3,1) ve 7 = (k,1,—3) vektorleri aym diizlemde ise,

k=2

A)3 B)1 C)4 D)5

51. Asagidakilerden hangisi ya da hangileri yanlistir?
L(d,Vxw)=(uUxV,w) IL{(UxV,V)=
IV.U//VisedxVvV=0 V(dxV,w

—
VL. U # 0 iken ﬁ daima birim vektordiir.
u
A) Yalniz IV B) Yalniz 11 C)lvelV D)llveV E) Hicbiri

52. X = (1,k,3), Yy = (1,3,k) ve 7 = (2,0,3) vektorleri lineer bagimli ise &’min

olabilecegi degerlerin toplami kagtir?

3 -3
A) 5 B) -3 03 D) 5 E) -2

3 -2 —6

—6 —3 b | matrisi ortogonal matris olduguna goére, a + b+ ¢ =?

-2 a c

A)1l B) -5

C) -2 D)3

1
3. R= ¢

E) 11
54. A(1,1,1), B(1,3,2), C(2,1,2) ve D(2,3,6) noktalarinin olugturdugu
dortytizliiniin hacmini bulunuz.
A) 6 B)5 0)2 D)3 E)1

179-181 arasi sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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UZAYDA DOGRU DENKLEMI

Diizlemde bir dogrunun denklemini, bir noktast ve egimi verildiginde kolayca bula-
biliriz. Fakat, uzayda bir dogrunun denklemini bulabilmek i¢in, bir noktanin ve dogrunun
dogrultusunu ifade eden bir vektoriin verilmesi gerekir. Dogrunun dogrultusunu gosteren
vektore, dogrultu vektorii veya kisaca dogrultman denir. Bu vektorii genel olarak u
harfiyle gosterecegiz. Diizlemde dogrunun egimi, dogrunun dogrultusunu ifade ettigi gibi,
uzayda da dogrultu vektorii dogrunun dogrultusunu ifade eder. Dogru denklemindeki en
onemli unsur dogrultu vektoriidiir. Bazen dogrunun dogrultmani dolayli sekilde verilebilir.
Bu béliimde, bir dogru denkleminin nasil bulunacagini ii¢ durumda inceleyecegiz.

1. Bir noktasi ve dogrultusu verilen dogrunun denklemi.
2. ki noktas1 verilen dogrunun denklemi

3. Bir noktast bilinen ve verilen iki dogrultuya dik olan dogrunun denklemi

Bir Noktasi ve Dogrultusu Verilen Dogrunun Denklemi

Sekilden de goriildigi gibi, X (x,y,z) olmak izere,
U= (a,b,c) igin,
):

A(a,b,c)

——4 — e o <
PX = A\u esitligi saglanacagindan,

—
PX = (z — 20,y — Y0, 2 — 20

olur. Buradan da,
T=x9+a\, y=yo+b\, z=2z+cA

elde edilir ki, bu dogrunun A parametresine bagli parametrik denklemidir. Bu denklemler-
den de ) ¢ekilerek,
T—2o _Y—Y% _ 2~ %0

A: =
a b c

denklemi bulunur. Bu da, dogrunun kartezyen denklemidir.

Ornek 5.1 P (1,2, 0) noktasindan gecen 0 = (2, 3, 1) vektiriine paralel olan dog-
runun denklemini bulunuz,.

Coziim : X = (z,y, z) olmak lizere, PX = \u esitliginden,
(x—1,y—2,2—0) =X (2,3,1)

yazabiliriz. Buna gore, dogrunun parametrik denklemi
r=22+1;, y=32+2; z=X

ve dogrunun kartezyen denklemi de

r—1 y—2 =z
>\: = — = —
2 3 1

olarak bulunur.
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Ornek52 P (1,2, 3) noktasindan gegen ve W = (2,0, 5) vektoriine paralel olan
dogrunun denklemini bulunuz.
Coziim : PX = M\ u esitliginden,

r=2\A+1, y=0A+2=2, 2=51+3

bulunur. Kartezyen denklemi de,
x—1 z-3
5 5 0 Y

elde edilir.

5.1)All§t|rma P (1,2, 3) noktasindan gegen ve W= (1,3, 5) vektériine paralel olan dog-
runun parametrik ve kartezyen denklemini bulunuz.

1 _9 _
Yanit ; xl - y3 - 253 =\ {z=A+1, y=3\+2, z=51+3}

5.2)AI|§tlrma P (1,2, 3) noktasindan gegen ve 0= (0, 3, 4) vektoriine paralel olan dog-
runun parametrik ve kartezyen denklemini bulunuz.
y—2 z-3

Yamt: z =1, T =1 =\ {z=1, y=3\+2, z=41+3}.

Bir dogrunun kartezyen ya da parametrik denklemi verildiginde, dogrultusunu gosteren
dogrultman vektorii kolayca bulunabilir.

1) Dogrunun parametrik denkleminde, parametrenin garpildig: sayilar, dogrultman vek-
toriiniin bilesenleridir.

ii) Dogrunun kartezyen denkleminde de katsayis1 1 olan degiskenlerin, paydasindaki
degerler dogrunun dogrultu vektoriinii verir. Dogru denkleminde, ayr1 bir esitlik halinde
yazilan ve degeri bilinen degisken terim i¢in dogrultman vektoriiniin bileseni 0’dur.

Ornek 5.3 Asagidaki dogrularimin dogrultman vektorlerini bulunuz.

z—1 y—1 z—1 1—2=2

. y—1 _ 1
Y 2 3 z, v) 2 3 Y ;
2 2-
11):13:2,yT 32, Vi) =3A—2,y=2A+1,2 =4\ + 3,
1 22— 1
i)l -y 2= z3 . o vipz =1, y=3\+2 2z =4\ + 3.
3z—1 1-—2y 1-—
vy 22—~ Y_2"2 Jiijy=22—1,2=0
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Coziim : i) u,=(2,3,1).

ii) W,=(0,1,-3).

rx—1

2z -1
ii) =y—2= i esitliginde, z’nin katsayisin1 1 yapmak i¢in, z’li kesirin pay

ve paydasini 2’ye bdlelim.

r—1 y—2 2z-1/2

2 1 3/2

olacagindan, u3=(2,1,3/2) olur.

iv) W,=(2/3,-2,-3).

V) Uu5=(2,0,-3).

Diger iki dogru parametrik olarak verilmis. Bu dogrularin dogrultman vektorleri de, para-
metrenin katsayilaridir. Buna gore,

vi) U= (3,2,4) ve

vii) W7= (0, 3,4) olur.

viii) s = (1,2,0).

Ornek 54 o (t) = (5t — 2,3t + 1, 2t — 3) vektor fonksiyonunun bir dogru denk-
lemi oldugunu gériiniiz ve dogrultusunu bulunuz,.

Coziim: x =5t — 2, y=3t+ 1, z =2t — 3 esitliklerinden ¢ yalniz birakilirsa,
z+2 y—1 243

5 3 2

elde edilir. Dogrultman1 U = (5, 3, 2) vektoriidiir.

t=

5.3)All§tlrma Asagidaki dogrularinin dogrultman vektorlerini bulunuz.

R | . 2y —2 1-2z
= 71:2 M :1 = .

1 1
iii) xT:Q—y:SZS

iv) y=1, 2 =A+2,2=4\—-3
Yamit : i) W= (3,1,1/2)

i) Wo=(0,3/2, 1)

iii) Ws=(2,—1,1)

iv) Wy=(1,0,4).
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R" Uzayinda Dogru Denklemi : R? deki dogru denklemi R” uzayina genellestirilebilir.
P noktasindan gecen ve dogrultusu U olan dogrunun denklemi yine

PX = AW
vektorel esitliginden elde edilebilir. Buna gore, P (p1, po, ..., p,) noktasindan gegen
ve dogrultu vektorii W= (uy, us, ..., uy,) olan dogrunun denklemi, X (21,2, ..., z,)
degisken nokta olmak iizere,

$1—P1:$2—p2:._.:$n—Pn:)\

Uy U2 Up,

denklemiyle verilebilir.

Ornek 55 P (1,2, 4, 3) noktasindan gegen ve 0 = (2,0, 5, 2) vektiriine paralel
olan dogrunun denklemini bulunuz.

Coziim : P_)i = AU esitligi kullamlirsa, X (1, 22, 3, 24) degisken nokta olmak iizere,
(331 - 1;1'2 - 271:3 747-(54 - 3) = /\(2707532)

e $1—1 $3—4 .734—3
tligind = =
esitiginaen, 5 5 9

= A\, 2 = 2 bulunur.

Ornek 5.6 P (1, 2) noktasindan gecen ve W = (3, 5) vektoriine paralel olan dogru-
nun denklemini bulunuz.

Coziim : PX = A\ esitliginden, X (z,y) igin, (z — 1, — 2) = A (3,5) olur. Buradan,
r—1 x—2
A f— =
3 5

denklemi elde edilir.

dogrusunun dogrultman vektorii nedir?

Coziim: U = (2,1,—1,3).

Ornek 5.8 R? de y = 3x — 2 dogrusunun dogrultman vektorii nedir?

2
Coziim : Dogruyu % =z-3 seklinde yazabiliriz. Buna gore, u = (1,3) oldugu
goriliir.
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5.4)AI|§t|m1a P(1,6,2,4, —3) noktasindan gegen ve 0= (2,0, 3, 2, 1) vektiriine para-
lel olan dogrunun parametrik ve kartezyen denklemini bulunuz.

Lxp—1 -2 —4 3
Yamt : Kartezyen denklemi x12 = x33 = $42 _ TS A, 19 = 6 ve
parametrik denklemi ise, x1 = 2A + 1, 22 =6, x3 =3\ + 2,23 =2\ + 4,25 = X\ — 3.

x1—1  2—my 3my—1 2x5+3
3 4 4

= A\, x3 = 6 dogrusunun

5.5) Aligtirma

dogrultu vektoriinii bulunuz.

Yamit : U= (2,-3,0,4/3,2).

Iki Noktasi Verilen Dogrunun Denklemi

Dogru iizerindeki iki nokta verildiginde, dogrunun den-
klemini bulmak miimkiindiir Bu iki noktanin olus-
turdugu vektor, dogrunun dogrultusu olacagindan,

W= PQ alinabilir. Bylece, dogrultusunu ve bir nok-
tasini bildigimiz bu dogrunun denklemini bulabiliriz.
Buna gore, P (zo,¥0,20) ve Q (x1,y1,21) noktasindan gegen dogrunun denklemini
bulalim.
L ==
u=PQ = (21 — x0,y1 — Yo,21 — 20)
dogrultu vektorii oldugundan, P (zg, o, 20)’dan gegen ve dogrultusu U olan dogrunun
denklemi,
r—%o  Y—Y _ Z— %0
1 — Zo Y1 — Yo 21 — 20

elde edilir. Bu denklem yine R™ uzay1 i¢in genellestirilebilir.

Ornek 59 P (1,2,0) ve Q (2, 3, 4) noktalarindan gecen dogrunun denklemini bu-
lunuz,

Coziim : H:P—Q) =@ — P = (1,1,4) oldugundan, dogru denklemi
z—1 y—2 2z-0
11 4

bulunur.
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Ornek 5.10 A(1,1,2) ve B(2,3,1) noktalarindan gecen dogrunun denklemini
bulunuz.

z—1 y—1 =z-2 . r—1 y—1 2z-2
= = tl - - = 1 *
7 1 51 1_2esl iginden 1 1 A olur.

Coziim :

5.6)AI|§t|m1a A(0,1,2) ve B(2,4,4) noktalarindan gecen dogrunun denklemini
bulunuz.
y—1 2z-2

Yamt:fz—: .
2 3 2

5.7)All§t|rma A(5,1,2) ve B (5,4,4) noktalarindan gegen dogrunun denklemini
bulunuz.
y—1 =z-2
Yamt:z =52~ =22
anit : '3 5

5.8)All§tlrma R™ uzayinda P (p1, pa, ..., pn) ve Q (q1,q2, ..., ¢n) noktalarindan gegen
dogrunun denkleminin, X (x1,xa, ..., ) degisken nokta olmak iizere,
Ty —q1  T2—(q2 _ ZTn —Gn

P1—q1 P2 — Q2 Pn — dn

oldugunu gosteriniz.

5.9)A|I§tlrma R* uzayinda A (1,0,1,—2) ve B (2,4,3,4) noktalarindan gegen dogru-
nun denklemini bulunuz.
1 — 1 T2 _$3—1 _$4—|—2

Yanit : =
am 1 2 6

Bir Noktasi Bilinen ve Iki Vektére Dik Olan Dogrunun Denklemi

Herhangi iki vektore dik olan bir dogrunun
dogrultu vektdriinii, verilen vektorlerin vek-
torel ¢arpimini alarak bulabiliriz. Sekilde, iki
vektore dik olan bir dogru gosterilmistir. Bu
dogrunun dogrultu vektorii,

- — —
u=uq1 X U2

dir. Buna gére, P noktas: ve u dogrultusu
bilinen dogru denkleminden, dogrunun den-
klemini bulabiliriz.
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Ornek 5.11 U, = (1,2,2) ve Wy = (2, 3, 0) vektorlerine dik olan ve P (1,0, 2)
noktasindan gegen dogru denklemini bulunuz.

Coziim : stenen dogrunun dogrultu vektorii, W=1u; x U1 esitliginden,

i j ok
U= |1 2 2| =(-6,4-1)
2 30

olacaktir. Buna gore, P (1,0, 2) noktasindan gegtigine gére, dogrunun denklemi
r—1 y 2z—-2

—6 4 -1

bulunur.

5.1@AI|§tm'na U, = (2,3,1) ve Wy = (4,1,2) vektorlerine dik olan ve P (1,1,1)
noktasindan gegen dogrunun denklemini bulunuz.
1—-=2

Yamit: z — 1 =
anit : x 5

yy=1L

7y
1
1
AT

Yukaridakine benzer diigiinceyle, iki dogruya dik olan
ve bir noktasi bilinen dogru denklemini bulabiliriz.
Bunun i¢in verilen iki dogrunun dogrultman vektdrleri
kullanilir. Yeni dogrunun dogrultman vektorii, verilen iki
dogrunun dogrultman vektorlerinin vektorel garpimidir.

= -1 -1 2 —
Ornek 5.12 w S 3 = zve x=2,y—2= Tz dogrularina dik

olan ve P (1,2, 3) noktasindan gegen dogrunun denklemini bulunuz,.

Coziim : Dogrularin dogrultu vektorleri, W, = (2,3,1) ve us = (0,1, —2) oldugun-

dan, istenen dogrunun dogrultu vektorii, W=1u; x U, esitliginden,

- = —

i j K

u=|2 3 1
1

=(~7,4,2)

0 -2

bulunur. Buna gore, istenen dogrunun denklemi,
r—1 y—2 2z-3
-7 4 2

bulunur.
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= -1 -2
Ornek 5.13 w =Z 3 y=1 ve g y = z dogrularina dik olan ve

P (1,1, 2) noktasindan gecen dogrunun denklemini bulunuz

Coziim: W= x W, istenen dogrunun dogrultman vektoriidiir.
i j k

Ua=|2 0 3 |=(-342)
2 11

- —
u=uj X

oldugundan, P (1,1, 2) den gecen dogrunun denklemi
z—1 y—1 2-2
-3 4 2

olur.

5.11)A||§t|rma X = (5,1,2) ve y = (4,3,2) vektorlerine dik olan ve P (1,1,1)
noktasindan gegen dogrunun denklemini bulunuz.

z—1 y—-1 =2-1

Yanit : - 5 11
-2 2z2-3 1—

5.12)AI|§t|m1a z - Z ,y=1 ve g = Ty = % dogrularima dik olan ve
P (0,1,2) noktasindan gegen dogrunun denklemini bulunuz

-0 -2
Yamt:y:l,x—:z .

1 -2

20 —1  2y—3 1—
5.13)AI|§t|rma 12 = y2 , 2 =2 ve % = Ty = 2z dogrularina dik olan

ve P(0,1,2) noktasindan gegen dogrunun denklemini bulunuz

2—2z
i

Yamt: x =1 —y =
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R? Uzaymnda iki Dogrunun Birbirine Gére Durumlari

Uzayda iki dogrunun birbirine gére bes durumu vardir.
. Paralel olabilirler. ( Ayn1 diizlemdedirler. )

. Dik Olabilirler (Ayn1 diizlemde olmalar1 gerekmez)
. Cakigik Olabilirler (Ayni1 dogrudurlar)

. Kesigirler. ( Ayni diizlemdedirler. )

. Aykir1 dogrulardir. ( Farkli diizlemdedirler. )

Dogrultman vektorii, dogrunun dogrultusunu belirttiginden, iki dogrunun birbirine gore
durumlarint dogrultman vektor yardimiyla inceleyebiliriz. Buna gore,

(d): T oY ET A (g, IR Y3

Tk W N

a b1 2 az ba C2
dogrular1 verilsin. Bu dogrularin dogrultman vektdorleri sirasiyla,
— —
U = (a1,b1,c1) ve Uz = (az,bs,co)

’dir. Simdi, bu dogrularin birbirine gére durumlarini, bu dogrultman vektorler yardimiyla
inceleyelim.

1. iki Dogrunun Paralel Olmasi
Bu durumda, Uy || U2 olacagidan,
— — .-
u; = (a1,b1,c1) ve Uz = (az, b, c) igin,
aq - bl - C2
ag - bg o C2

olacaktir.
= —1 2z — 1 2y —1
Ornek 5.14 i - Y_ z ve i — =z dogrulari paralel ise,
3 2 3 2 k
k kactir?
Coziim : U, || Wy paralel olmalidir. Buna gore,
3 2 1
3/2 1k

esitliginden, £ = 1/2 bulunur.

Ornek 5.15  Parametrik denklemi, {x = 2t + 1, y = 3t — 1, z = 5t} olan dog-
ruya paralel olan ve P (2,1, 0) noktasindan gecen dogrunun denklemini bulunuz,.

Coziim : Dogrunun dogrultman vektorii w= (2, 3, 5) olacagindan,
r—2 y—1 =z

2 3 5
elde edilir.
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2. iki Dogrunun Birbirine Dik Olmasi
Iki dogrunun dik olmasi i¢in, dogrultu vektorleri dik ol-
malidir. Buna gore, W; L U, olacagindan,

— =
< ui, u 2> =0
ve dolayisiyla ﬁ1=(a1, by, c1) ve Wa=(az, by, co) igin

aias + b1by +c1e0 =0

olacaktir.

= -1 1-— 1 -2 -2
Ornek 5.16 :z: = y’ z = 2 dogrusu, z+ =z =Y dogru-
3 2 2 3 m

suna dik ise m =7

Coziim: U, = (3,-2,0), Wy = (2,m,3) vektorleri birbirine dik olmali.
(U1, U2)=06-2m+0=0

esitliginden m = 3 bulunur.

Ornek5.17 z = 2y — ldogrusuile y = kx — 2 dogrusu birbirine dik ise k kactir?

Coéziim : Klasik yonteme gore, diizlemdeki dik iki dogru i¢in m; - mo = —1 oldugunu
biliyoruz. Buna gore, m; = 3 oldugundan, mgs = k = —2 bulunur. Dogrultman

vektorlerle de ayni sonucu bulahm. W; = (1,1/2), Wy = (1/k, 1) vektorleri birbirine
dik olmali. Buna gore,

1 1
T + 5= 0
esitliginden de £ = —2 bulunur.
2r—1  2y—3 — 1
5.1@AI|§tlrma :Cm = y2 , 2 =2 ve ?m = # = z dogrulari birbirine
dik ise m =7
Yamt : m = 2.
2z — 1 2 1
5.15)A||§t|rma a =y—3, 2=2 ve ?a: = % = z dogrulari birbirine dik
ise m’yi k cinsinden bulunuz.
-9
Yamt : m = —k.
amit : m = —
-1
5.16)A|I§tll’maR4uzaymdax :y—3:z:w—1ve§:ﬂ:z:%
m

dogrulart birbirine dik ise m kagtir?

Yamit : m = —9.
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3. iki Dogrunun Cakisik Olmasi
Iki dogrunun denklemleri bazen farkli goriinse de, ayn1 dogruyu ifade ediyor olabilirler.
Boyle dogrulara ¢akisik dogrular denir. Ornegin,

r_ Yy

5 =3 =% ve z—1=y—1=22-1
dogrularmim her ikisi de aym dogruyu ifade ederler. ki dogrunun gakisik oldugunu,
dogrultmanlarinin paralel oldugunu ve bir ortak noktalarini bularak gosterebiliriz.
Yukarida verilen iki dogrunun dogrultmanlari paraleldir ve P (2, 2, 1) noktasinin her iki
dogruyu da sagladig1 kolayca goriilebilir. Her iki dogruyu da saglayan sonsuz sayida
nokta bulunabilir.

i) Dogrultmanlar: paralel (u;//u>)

d1 ve dz dogrulan cakisik < { ii) Ortak noktalar: vardir.

= -2 2z — 1 —k -3
Ornek 5.18 T2 y=1—zve z —Y =2 £ dogrulari cakisik
3 6 m n

Coziim : Oncelikle, dogrultman vektorleri ayni olmali. Buna gore, m = 1 ve n = 3 olur.
Simdi, ilk dogruyu saglayan (2, 0, 1) noktasini ikinci dogruda yerine yazarsak,
4-1 0-k s-3
6 1 3
esitliginden, kK = —1/2 ve s = 9/2 bulunur. O halde, &k +m + n + s = 8 olur

5.17)AI|§t|m1a Denklemleri farkli goriinen, ¢akisik iki dogru yaziniz.

Ornek 5.19  Analitik Geometri sinavinda uzayda dogru konusunda sorulan bir soru-

nun yanitini, )

T — z
A x273:y:§; z—2
*Berk:lelzyflzzzg;
o T T
% Deniz : 1 - 3 — 1

olarak buluyor. Ucii tam puan alirken, birisi puan alamiyor. Buna gire, soruyu kim
hataly ¢ozmiistiir?
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Coéziim : Soruya gore, dogrularin {igli ayni, birisi ise farkli demektir. O halde, hangi
dogrunun farkli oldugunu bulmaliyiz. 1ki dogrunun ayni dogru olmast igin, dogrultmanlari
paralel olmasi ve ortak noktalar1 olmast gerekir. Alp, Berk, Cem ve Deniz’in dogru-
larinin herbirinin dogrultmani birbirine paraleldir. O halde, dogrularin birisinin noktalari
farklidir. Alp’in buldugu dogrunun bir noktasim alalm : P (1,0,0). Bu noktay1 diger
dogrulardan hangisinin sagladigini bulalim.
1-3 0—2
5 = 0-1= 5 = 1
oldugundan, Berk’in buldugu dogru P noktasindan geger.

1—4 0—-3

P02
oldugundan, Cem’in buldugu dogru P noktasindan gegmez.
1-5 0-2 0-4
4 2 4

oldugundan, Deniz’in buldugu dogru P noktasindan geger. O halde, Cem soruyu hatali
¢ozen 6grencidir. Diger ii¢c 6grencinin dogrular1 ayni dogruyu gostermektedir.

-1

4. iki Dogrunun Kesismesi (iki dogrunun aym diizlemde olma kosulu)

Iki dogru paralel olmamasi ve ayni diizlemde yer almalar1 durumunda kesisirler. Ayni
diizlemde bulunmayan iki dogrunun kesigmesi miimkiin degildir. Eger, iki dogru kesisi-
yorlarsa mutlaka aymi diizlemde yer alirlar. Oncelikle, verilen iki d; ve da dogrusunun
ayn1 diizlemde olma kosulunu bulalim.

Herhangi iki d; ve d2 dogrularimin ayni diizlemde olmasi igin, diizlem {izerinde segilecek
ii¢ vektdriin lineer bagimliligi, dolayisiyla determinantlarinin sifir olmasi kosulu kul-
lanilabilir. Secilecek iki vektor zaten agiktir. Bunlar dogrularin dogrultman vektorleri
olan ﬁ)l, W vektorleridir. Ucgiincii vektor olarak, her iki dogru iizerinde alinacak P ve
@ noktalarini birlestiren P—Q> vektorii alimabilir. Boylece, di ve do dogrularinin kesisme
kosulu :

det (ﬁ)hﬁg,f)—é> =0ve ﬁl H ﬁg,

olarak ifade edilebilir. Bu kosul sadece R? uzayinda gegerlidir.

N —
P’den gecen d; ve Q ’dan i) uqf u
o .. = .. - - FHR
gecen do dogrulan kesisir ii) det (u 1, Ug, PQ) =0
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r—1 2 —

Ornek 520 a) =z, y=1ve z—2 = A y, z =1 dogrularinin ke-

sismesi icin k ka¢ olmalidwr?
b) Bu dogrularin kesisme noktasini bulunuz.

Coziim : a) U, = (2,0,1), Uy = (1,—k,0), P(1,1,0) ve Q (2,2, 1) igin,

2 0 1
det(m,ﬁg,P‘é): 1 —k 0|=1-k=0
11 1

esitliginden k£ = 1 elde edilir.

b) Kesisme noktasini bulmak icin denklemleri ortak ¢ozelim. Iki denkleme gore, y = 1
ve z = 1°dir. Buna gore, z = 3 olur. Kesisme noktalar1 K (3,1, 1) olur.

-1 1 5-—

i :y—3:Z: = deogrusuile
-2 -2

d =¥ =z—-2= % dogrusunun kesigim noktasini bulunuz. k ve m

Ornek 521 R* uzaywnda verilen

m
kactir?

Coziim : Her iki denklemde de, dogrultman vektor bileseni verilmis olan degiskenler y
ve w oldugundan, dogru denklemlerinin

-3= 5_wvey_2 - v

YT 2 3
kisimlarii kullanarak y ve w bulunabilir. Buradan,
2y +w=11
3y —2w==6

denklem sisteminden w = 3 ve y = 4 bulunur. Boylece,z =3vem =1;z=3vek =4
bulunur. Kesigim noktast ise, (z,y, z, w) = (3,4, 3, 3) olur.

2 — 1 — 2 — 1
5.18)A||§t|rma a:4 = yTg, z =2 ve 3x = % = z — 1 dogrulan
kesigiyorsa k nedir?
8
Yamt : k£ = —.
an1 3
-1 2y —3 2— 1 -1
5.19)A||§t|rma IT = yk =z ve — - _gy =z 5 dogrularinin

kesisim noktasini bulunuz?

Yamt : (13/5,—19/10,2/5).
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5. Paralel Olmayan iki Dogrunun Kesismemesi (Aykiri
Dogrular)
Eger iki dogru ayni diizlemde yer almiyorsa, bu dogrulara
: i i aykin dogrular denir. $ekilde aykir1 dogrularin anlasil-
AT mas1 agisindan, kiipiin i¢inde kesismeyen iki farklt dogru
_____________________________ L gizilerek gosterilmistir. Dogrultman vektorleri W1, U
olan ve P‘Q> vektori, iki dogru {lizerinde alinacak P ve () noktalarini birlestiren vektor
olmak iizere det(W, U, P—Q)) # 0 ise, dogrular aykir1 dogrulardur.

———————————————————————————

1-— 1
5.2@AI|§tm'na % = % =2z ve 3 T % = z — 1 dogrularmmin aykirt dogrular

oldugunu gosteriniz.

iki Dogru Arasindaki Aci

Iki dogru arasindaki ag1, dogrularn dogrultman vek-
torleri arasindaki agidir.  1ki dogrunun arasindaki
ac1 soruldugunda, bu dogrularin kesismesi gerekmez.
Iki dogrultman arasindaki acty1 i¢ carpimla bulabile-
cegimiz i¢in boyut onemli degildir. Her boyutta,

(d, uy)

== T
[ ]| |

cost =

oldugunu kullanarak, iki dogru arasindaki ag¢1 bulunabilir.

—Y
2

= -1
Ornek 5.22 :ET =z,y=1ve x —2 = , 2 = 0 dogrular arasindaki

acinin kosiniisiinii bulunuz,.
Coziim: u; = (2,0,1) ve W = (1,2
E}hﬁ)Q> 2+40+0 2

[~ V&V 5

,0) oldugundan,

~

cosf =

bulunur.

5.21)AI|§t|rma R? uzayinda, g =< =2z ve dogrular
arasindaki aginin kosiniisiinii bulunuz.

Yamt : 7/2.
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Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakhgi

Bir noktanin bir dogruya uzakligin1 6nce en genel halde bulalim. Yani, R" uzayinda nasil
bulunacagini gorelim.

*Teorem R™ uzayinda bir A noktasinin, P noktasindan gegen ve dogrultusu o
olan dogruya uzaklig

VIAP|? |8 - < AP, @ >?

(=
]

dir.

Kamt : 6 agis1, u vektorityle AP vektort arasindaki
act olsun. Buna gore,

—
{=||AP|| sinf
olacaktir.

< AP, W >2
sinf = +1—cos?f=,|1— ———"—

|AP|2 | =

1 \/ — 2 —
————\/|AP|]? | ¥ - < AP, W >2
|AP|| |4

oldugu kullanilirsa,

VIAPIP || - < AP, 1 >?

(=
]|

elde edilir. | |

¥« Not! Daha énce

VIAP|2 |6 - < AP, W >?

ifadesinin AP ve u vektorleriyle olusturulan paralelkenarin alanmi verdigini goster-
migtik. ||| ise taban uzunlugunu ifade etmektedir. Buna gore yukaridaki teoremle
ifade ettigimiz formiil

~ Alan

- Taban

bagmtisinin dogal bir sonucudur. Alanin, tabana orani bize yiikseligi yani, en kisa uzak-
l1g1 verecektir.
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= —1 —1
Ornek 5.23 R* uzayinda, A (1,1,2,1) noktasinin :1: 5 = Y 3 AW dog-

rusuna uzaklhigini bulunuz.

Céziim : P (1,1,0,0), @ = (2,3,1,1) ve AP = (0,0, —2, —1) "dir.
Alan(AP, ®) = \/ (VB)2(VI5)? — (~3)° = V66 ve Taban = || €| = V5

oldugundan,
_ Alan V66
- Taban /15
bulunur.
= 3 z—1 Y .
Ornek 5.24 R® wuzayinda, A (1,1, 2) noktasinin 3 =3 z = 1 dogrusuna

uzaklhgnt bulunuz.

Coziim : P (1,0,1), W = (2,3,0) ve AP = (0, —1, —1) *dir.

Alan(AP, W) = /213 — (=3)> = 2v/2 ve Taban = ||¥|| = V13

oldugundan,
_ Alan 2V2
" Taban /13
bulunur.

Ornek 5.25 R2 uzayinda, A (1,2) noktastmin y = 2x — 3 dogrusuna uzakligin

bulunuz.
Coziim : P (0, —3) almabilir. y=3 _  oldugundan, W = (1,2) ve AP = (—=1,-5)
olur. Buna gore,
Y’ 5?3
VB 5
elde edilir. Ayrica, liseden de iyi bildigimiz £ — W();—J%jd formiliyle de,
y_l2=2143 3
Vi+4 V5

oldugu goriilebilir.
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2 r—2 y—-1, . y
5.22)AI|§t|rma R? uzayinda, A (1, 1) noktasinin 5= dogrusuna uzaklhgin
bulunuz.

5

Yanit : £

3 xr — 2 y—1 z2—3
5.23)AI|§tlrma R? uzayinda, A (1,1,1) noktasimn R ] dogrusuna

uzakligint bulunuz.

V14

Yamt: —.

V6

5.2@A||§t|rma R* uzayinda, A (1,1,1,1) noktasinin g =y — 1=z = w dogrusuna

uzakligint bulunuz.

Yamit : /35/7.

*Teorem Diizlemde bir A (xq,yo) noktasinin ax +by+ ¢ = 0 dogrusuna uzaklig:

_axo 4 byo + ¢

12
N

dir.

Kanit : 1. Yol (Vektorel) ax + by + ¢ = 0 esitligini ab ile bolersek,
T Yy € ey B YTl
—biaJrabveya—bi a
seklinde yazabiliriz. Buna gére, dogrunun dogrultman vektorii W = (—b, a) , bir noktast
—
da P (0,—c/b)’dir. AP = (—xq,—c/b— yo) oldugundan,

(o0 + @/ ) @ +82) — (om0 — ac/— aae)

! =
a? + b?
Va2 + 2abxoyo + 2aczo + b2y + 2bcyo + ¢
B a? + b?
(azo + byo + ¢)°
s T VEw
lazo + byo + ¢|

va? +b?
elde edilir. ]
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2. Yol (Klasik) Sekilden takip edilirse,
¢ = |AH| = |AB|cosa dir. Diger yandan, B I
noktasinin koordinatlart B(zg, %) ’dir. Buna
gore,
—azxy — ¢
AB| = AK| - |BE]| = yo - =
azxg + byo + ¢ 0]
b
olur. Dogrunun egiminin m = tan o = _Ta oldugu kullanilirsa
c0s @ = ————— bulunur. Sonug olarak,
Va? +b? ¢
axy + byg + ¢ b le + azxg + byo|
{=|AH|=|AB|cosa = =
|AH| = |AB] Ve iyt
elde edilir. |

Not : Uzaklik formiiliinii, R? uzayinda asagidaki gibi ifade edebiliriz. Bu kez aginin
hesaplanmasinda, i¢ ¢arpim yerine vektorel ¢arpim kullaniyoruz. Asagidaki formiiliin
sadece R? uzayinda gecerli oldugunu unutmaymiz.

*Teorem R3 de, bir A noktasimin P noktasindan gecen ve dogrultusu O olan
dogruya uzaklhig

/0 | AP x ||
= =
|

dir.

AD 1= 4. - .
Kanit: 0, AP ile u dogrultman vektorii arasindaki agiy1
gostermek {izere,

—
¢ =||AP]| sind
olacaktir. || AP x W ||=|| AP ||| @ || sin® esitlii goz
Oniine alinirsa,
— |APx U] |AP x|
(=[|AP| "= = =
AP ||| ]

bulunur. m
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= 2 — —2
Ornek 526 A (2,1,2) noktasin 5 r_Y 5 =% dogrusuna olan uzak-

ligini bulunuz.

Coziim : A (2,1,2), P(2,2,0) ise, AP = (0,1, —2) ve 0 = (—2,2,1) oldugundan,

. i j k
Pxd=| 0 1 -2 |=(54,2)
-2 2 1
ve
|AP x ®||= V25 + 16 + 4 =35
—
AP x U
elde edilir. Boylece, £ = I i _>>< ”u ! = 3\3/3 = /5 olur.
u

-2 -3
T :yflzz

5.25)AI|§t|rma R? uzayinda, A (1,1, 1) noktasinin

uzakligint bulunuz.

dogrusuna

Yamt : 1.

Aykir iki Dogru Arasindaki Uzakhk

Aykirt iki dogru arasindaki uzaklik denilince, bu iki dogrunun arasindaki en kisa uzaklik
anlagilir. Simdi, aykir1 iki dogru arasindaki en kisa uzakligt veren formiilii bulalim.

*Teorem R? de, P noktasindan gegen ve dogrultusu U, olan dogru ile, Q nok-
tasindan gegen ve dogrultusu U s olan dogru arasindaki en kisa uzaklik

det(ﬁla H)Q; ﬁj)

[

é:

“dir.

Kanit : Dogrular iizerinde M ve N gibi 6yle iki koordinat bulunabilir ki, [MIN] dogru
pargast her iki dogruya da diktir. [MN] dogru pargasinin uzunlugu, bize en kisa uzakligi
verir. MIN dogrultusundaki vektor w; x W vektoriidiir. Ciinkii, hem U, hem de U,
vektoriine dik oldugundan, MIN’nin dogrultusu W x U olacaktir.
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Yukaridaki gibi ¢izdigimiz ayrik iki dogruya bakis agisini degistirerek, asagidaki gibi
gormek daima miimkiinddir.

Buna gore, [MN| = ¢ denilirse, £ =|| P—Q> || cos 8 yazilabilir. Buradan, MIN dogrultusun-
daki vektoriin W X W9 oldugu kullanilarak,

‘<ﬁiﬁ>1 X ﬁ)z>’ ’det(ﬁ)hﬁ)z,ﬁ)

IPQ|[ T x s ey x |

t=PQ][ -cost =[[PQ]| -

bulunur.

¥« Not! Daha énce

det(d, Ua, ﬁj)

ifadesinin Wy, ﬁ)g,ﬁi vektorleriyle olusturulan paralelyiizliiniin hacmini verdigini
gostermistik. || Wy x Wy | ise taban alanmni ifade etmektedir. Buna gore yukaridaki
teoremle ifade ettigimiz formiil
0 Hacim
~ Taban Alam
bagintisinin dogal bir sonucudur. Hacimin, taban alanina orani bize yiikseligi yani, en
kisa uzaklig1 verecektir.
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= —1 1— 1 —2
Ornek 5.27 xz = yzz—;— ve :13—2:z

3
arasindaki en kisa uzaklhigi bulunuz.

, y=1 dogrular

Coziim : u; = (2,-3,2), Uy = (1,0,3), P(1,1,-1), Q(2,1,2) olduguna gore
—_—
P@ = (1,0, 3) olur. Buradan,

i j k
Ui xUg=|2 -3 2 |=(-9-4,3)
1 0 3
olur. Boylece,
1,0,3),(—9,-4,3
,_{010.3), (-9, -43)

V8l +16+9

esitliginden, £ = 0 olarak bulunur. Yani, verilen iki dogru kesismektedirler.

= 2z — 1 1-—
Ornek 5.28 :1:4 = Y _ z+1 ve

arasindaki en kisa uzaklhig bulunuz,.

2m—1_z—2
-3

, Yy =3 dogrulan

Coziim : W, = (2,-2,1), W2 = (1,0,3), P(1/2,1,—1), Q(1/2,3,2) olduguna
—
gore PQ = (0,2, 3) olur. Buradan,

i j k
Uy xUg=|2 -2 1 |=(-6,-5,2)
1 0 3

olur. Boylece,
(= |<(0a 273) ) (_67 _57 2)>| _ 4

V36 +25+4 V65

olarak bulunur.

-1
5.26)AI|§tlrma % =1l—-y,z=1ve x —1=2—2, y=23 dogrular arasindaki

en kisa uzakligi bulunuz.

6
Yamt: —.
anl 5

z —

—1
5.27)AI|§t|rma xT =z,y=1lvey—1=

kisa uzakligr bulunuz.

, = 3 dogrular: arasindaki en

2
Yamt : —.

V21
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Dikme Ayaklarimin Bulunmasi (En Yakin Koordinatlarin Belirlenmesi)

*Teorem R? de, P noktasindan gegen, dogrultusu 01 olan ve Q) noktasindan
gecen, dogrultusu W o olan dogrularin birbirlerine en yakin olduklar: noktalarin koordi-
natlary :

—
<PQ X H)l,ﬁl X ﬁ}2>

R

<ﬁj X ﬁ)z’ 1 X H)2>
e §

ve ko =

N
u
— —
Hulx uo

olmatk iizere, sirasiyla,
M = P+4+ku,
N Q+ k2 U

dir.

Kanit : Dikme ayaklarinin, yani ayrik iki dogrunun birbirine en yakin olan noktalarinin

koordinatlarini yine vektdrel hesaplamalarla elde edebiliriz. Oncelikle, MN vektoriinii
U, ve U, tiiriinden yazmaya calisalim.

Sekilden de takip edilirse,
— —_— = —
MN = MP + PQ + QN
yazilabilir. ;
MP = k101 ve QN = — koo, ki, ko € R
M
olsun. Bu durumda, \
g — — 5
MN + kiuq + kous =PQ

olacaktir. Simdi, MIN vektoriinii, sirasiyla u'; ve u'o vektor-
. 4 — 4 — -
leriyle garpip, MIN L u’; ve MN L u'5 oldugunu kullanirsak

B (W) + ke (W2, 61) = (PQ L)

ki (W, Wa) + ko (o, Wa) = <ﬁj, H)z>
denklem sistemi elde edilir. Cramer kural1 ve Lagrange 6zdesligi g6zoniine alinirsa,
<:P—Cj><ﬁ)2,ﬁ)1><ﬁ)2> <ﬁj><ﬁ>1,ﬁ>1><ﬁ>2>

— —  — — — —  — —
<U1><UQ7111X112> <U1XUQ,U1XUQ>

k= ve ko =

bulunur. Béylece,
Wifklﬁ}l :>M:P+klﬁ)1ve(2—1€:7kgﬁ>2:>N:Q+k2H)2

esitliklerinden, M ve N noktalarinin koordinatlar1 bulunur.
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Ornek 5.29 r—

birbirlerine en yakin olduklari noktalarin koordinatlarini bulunuz.

=1—y,z=1ve z—1=2—1, y=2 dogrularinin

Coziim : P(1,1,1)7Q(1,2,1),P—Q> = (0,1,0), Wy = (2,—1,0) ve Wy = (1,0,1)

oldugundan,

— — =
i j k

ﬁ)l X U2 = 2 -1 0 = (7177271)7
1 0 1
™

PQxdWs = [0 1 0 |=(1,0-1),
1 0 1
F

FQ)XHH = 0 1 0 :(0707_2)
2 -1 0

esitlikleri, yukaridaki teoremde elde edilen formiillerde kullanilirsa,

(PQx W1 xW2) o g

1= = — =

(ool

<P‘()Q X ﬁ}l,HH X H)2> —9 -1

k2: = — = —

' % 63
oldugundan,
1 14
M = P+ku,=(1,1,1)—=(2,-1,0)= (=, =
FhT =L 1D - 3210 = (3.5.1)
1 2 2
N = kows =(1,2,1)—=(1,0,1) = =,2,=
Q+ 2 U2 (7 9 ) 3( 707 ) (37 a3>
elde edilir.

—1
5.2@AI|§t|rma z2—2=y,z=1ve z—1= yT’ z = 2 dogrulart arasinda en

kisa uzakligr ve dogrular iizerinde, ek kisa uzakligi veren noktalar: bulunuz.

Yanit : ?, M (1,1/6,13/6) ve N (2/3,1/3,2).



Analitik Geometri ve C6ziimlii Problemler - Mustafa Ozdemir (ORNEKTIR)

204 Analitik Geometri

Coziimlii Problemler

Problem : 2z — 3y = 5 dogrusunun dogrultmani, v = (4, k) vektoriine dik
ise k kactir?

(j&iziim ! 2z — 3y = 5 denklemini diizenleyelim.
r y b
Qr = =24
r=3y+5= 3= 5 + 6
esitligine gore, dogrultman vektorii w = (3,2) vektorii alinabilir.
U, V)=0=12+2k=0

esitliginden, kK = —6 bulunur.
Problem : P (1, 3) noktasindan gecen ve 0 = (2, 3) vektoriine dik olan dogru,
y eksenini hangi noktada keser?

@iszﬁm : Istenen dogrunun dogrultmani W’ = (2, 3) vektoriine dik oldugundan,
U = (—3,2) alinabilir. Buna gére, P(1, 3) noktasindan gegen dogrunun denklemi :

z—1 y—3
32
olur. z = 0 oldugunda y ekseninini keser. O halde,
1 y-—3
37 2
e 11
esitliginden y = 3 bulunur.
z—1 y y . y .
@Problem : — =3 = z — 1 dogrusunun y ekseniyle yaptig1 acinin kosi-

niisii nedir?

eb'zﬁm : U = (2,2,1) vektdriiniin T = (0,1, 0) vektoriiyle yaptigi aciy1 bulmaliyiz.
Buna gore,

cosf) = — L = —
N

elde edilir.
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Problem : A(1,1,2) noktasinin, z

Céziim : U = (2,3,6) ve P(0,0,0)’drr. istenen uzaklik :

205

_y_=z

3= 6 dogrusuna uzakligini bulunuz.

Alan HP‘A x E)H

e = =

Taban Hﬁ”

— = =

i j k

1 1 2

2 3 6

v4+9+4 36
||(07_2a1)H — ﬁ
7 7

olarak bulunur.

Problem: P (1,1,1)ve Q (4,2, k) noktalarindan gecen dogrunun, x eksenini
kestigi bilindigine gore, k kactir? Dogru, x eksenini hangi noktada keser?

@G&ziim : P ve Q noktalarindan gegen dogru :

z—1 y—1 2z-1
4—1 2-1 k-1
dir. = eksenini kestigi noktada y = z = 0 omalidir.

x-1 -1 -1

3 1 E—1
esitliginden k — 1 = 1 = k = 2 olur. Dogru x eksenini x = —2 noktasinda keser.

Problcm P a(t)=(t— 1,2t — 2,2t) dogrusupla, x — 1 = y = 1 — 2z dog-

rusunun arasindaki acinin kosiniisii nedir?

@i:'uﬁm : a dogrusunun dogrultmam u; = (1, 2,2) ve ikinci dogrunun dogrultmani ise

U, = (1,1, —1/2) *dir. Kesirlerle ugrasmamak icin, Wy = (2,2, —1) alinabilir. Buna
gore, bu iki dogrunun arasindaki ag1 6 olmak tizere,

(W0, T) 4
coslt) = ——F—"— = —
[ [ 9

elde edilir.
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@Problem ¢ Sekildeki kiip seklindeki bir odanin, kenar uzunluklar: 6 br’dir.
|CT|=|TM], |SM]|=|SL|

olmak iizere, G noktasi1 TNS ii¢geninin agirlik merkezidir. G noktasinin, CK dogrusuna
en yakin uzakligint bulunuz.

C 6 B
6/
i
D E A
N
:
I H
6 ; v
'G
ML _________ S\ L
N < K

(j&iziim : TN S tiggeninin agirlik merkezi,

6,0,0) +(0,3,0) +(0,0,3)
3

"dir. Oncelikle CK dogrusunun denklemini bulalim. Dogru, C (0,0, 6) ve K (6,6,0)
noktalarindan gegtigine gore; denklemi :

z—0 y—0 2-6
6 6  —6
yazilabilir. Buna gore, GG noktasinin C'K dogrusuna uzaklig :

G:(

=(2,1,1)

=Avyazr=y=6—2=%

‘- Alan Hﬁ) X Cf_G)H
- Taban Hﬁ”

esitliginden, @ = (1,1, —1) ve CG = (2,1, —5) ve

; ry E)
1 J

ﬁ X CTG> = 1 1 -1 |= (74737 71)
2 1 =5

oldugundan,

,_VE

V3

bulunur.
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Problem: gI:T_lzy:z—l ve x —1=

daki uzakligi ve birbirlerine en yakin olduklari noktalarin koordinatlarini bulunuz.

= z — 2 dogrulari arasin-

N =@

Céziim : W, = (2,1,1), W2 = (1,2,1), PQ = (0,0,1) olduguna gore,

- = =
i3 K
Wy xua=|2 1 1 |=(-1,-1,3)
1 2 1
ve
. 2 1 1
det(ﬁ’l,ﬁg,PQ)z 1 2 1[=3
00 1

olur ki, en kisa uzaklik :

— = pHA
Hacim det(ulauszQ) 3 3Vl

~ Taban Alani W1 x s Y11 11
elde edilir. En yakin olduklari koordinatlar ise,
U x Wy = (—1,-1,3)
—
PQxus, = (0,0,1)x(1,2,1) =(-2,1,0)
PQxd; = (0,0,1)x(2,1,1)=(~1,2,0)

oldugu da g6zoniine alinirsa,

<PLQ> X Wa, W1 X ﬁz> ((=2,1,0),(-1,-1,3)) 1

kl = 2 = 11
R i !
_— [ — -
) <PQ X Wy, Wy X u2> ((=1,2,0),(-1,-1,3)) -1
2 = 2 - sy
W1 x W H !
oldugundan,
1 13 1 12
M = P+ku,=(1,01)+—=(211)=(=,=,=
+kuy = (1,0, )+11( ,1,1) (11’11’11)
- o 1 _ 10 -2 21
N = Q+kuy=(1,0,2) 11(1’2’1)_<11711’11)

bulunur.
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Béliim Sonu Tekrar Testi (DOGRU DENKLEMI)

1. A(1,2,2) noktasindan gegen ve W = (3,4, 1) vektoriine paralel olan dogrunun

denklemi nedir? ] ] 9 3

_y—-*_ z- r—L_ Y-z _ =z~ r_Yy_ =

Az z_ 2,2 B) 2 7 T O3=377
r—3 y—4 z-— r—1 _y—-2_
D)—=—=5"="71 By == =72

2. A(1,2) noktasindan gecen ve U = (1,3) vektoriine paralel olan dogrunun denklemi

nedir?
A)y=3xz—-1 B)y=2z CQy=-3z+2 D)y=—-2+3 E)yy=zx—-1

x=2XA—2,y = =3\ + 2, z = 3 dogrusu asagidaki vektorlerden hangisine

3.
paraleldir?
A) (27 _37 1) B) (_27 27 3) C) (27 _37 0) D) (2a 3, 1) E) (27 _37 ]-)
4. A(1,2,3) ve B(2,3,1) noktalarindan gegen dogrunun denklemi hangisidir?
vz, l—y_9_2=3 r_Yy_z2
A) x 127 33fz 31 Brz—-1=y—-2= 32 C)Q—S—1
T — y— z— —z
D = = E)yr—1=y—-2=
) 2 3 )z Y 2

5. Asagidakilerden hangisi, A (1,2, 3) ve B (2,3, 3) noktalarindan ge¢en dogrunun
tizerindedir.
A) (5,9.3) B)(9.5,3) ©)(5,7,0) D)(56,3) E)(2,3,1)

6. Asagidaki noktalardan hangisi, 3z —1 =y, z = 1ve 3z — 1 = 2y = 3z dogrularina
dik olan ve A (1,2, 1) noktasindan gegen dogrunun iizerindedir?
A) (7, 07 _2) B) (_27 57 3) C) (77 4) 4) D) (2a 3a _1) E) (27 -3, ]-)

Asagidaki noktalardan hangisi, 2 = 2y — 1 = 1 — 3z dogrusuna paralel olan ve
A (1,3, —2) noktasindan gecen dogrunun tizerindedir?
A)(2,-3,0) B)(4,6,-4) ©)(2,3,-2) D)(2,3,1) E)(2,-3,2)

7.

-1 -1
Y = z dogrusuna olan uzakligini bulunuz.

A)

8. A(3,0,2) noktasinin = 5
2 2v1
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T+2 oy z+5

-1 2 —4
r _yre _z dogrular1 arasindaki ag¢inin

> T 4 R R —
kosiniisiinii bulunuz, 9
A) — B) — o1 D) — E)0
) ) ) )= )
_ -1 _ _9 _
10. < 5 3 = yj—15 = 272 ve = 1 3 _l = z 5 3 dogrular arasindaki uzaklig
RN V5 J5 V5
3vV5 44/5 8v/5 9v5 12v/5
A) —/— B) — C) D) E) —
5 5 5 5 5
rz—1 y+1 1—=2 . rz—1 y—1 .
‘e 5 5 dogrusuyla 5 2 dogrusunun
kesisebilmesi i¢in k& =7
A) 3 B)4 O)1 D) 2 E)5

12. Koseleri A = (1,0,1), B=(2,3,—1), C = (4,3,5) olaniiggenin A noktasindan
cikan kenarortayinin iizerinde bulundugu dogrunun denklemini bulunuz.
y z-—1 r—1 y z-1 r oy z
) 2~ )73 2 1 U
Y- r—1_ y-—
2 3 )73 1 -

r+5 y+5 1—2z 2-3 2-y . . o
13. 5 =1 -3 P = 3 — z dogrulari birbirine dik ise k

kagtir?

A) -3 B) 4 o)1 D) -2 E)3

-5 1 -1 -3 -2
z _yrt_z L -Y = 3 — z dogrular1 ayn1 diizlemde ise &k

14. = =
2 1 - 2 % =3
kactir?
A)3 B) 4 o1 D) 2 E)5

15. R* uzayinda, zyzw koordinatlarina gore, A (1,2, 1, 1) noktasmnin,
r—1 1—-2

= 1=
5 YTt 2

dogrusuna uzakligini bulunuz.

A) V2 B) 21/2 01 D) 2 E)

,w=1
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16. «(t) = (t,2t — 3) dogrusuna dik olan ve P (1,1) noktasindan gegen dogrunun

denklemi asagidakilerden hangisidir?
A)-2z+y+1=0 B)2z —y+1=0 C)z—-2y+1=0
D)2z +y—-3=0 E)z+2y—-3=0

17. a(t) = (¢,2t — 3,3t + 1) ve 5 (t) = (3t — 1,t — 2,2t — 3) dogrular1 arasindaki

aginin kosiniisii nedir?
3 V11 11 11
A) - B) — C) — D) — E)0
) 1 ) i )1 1 ) i )

Yanitlar : 1.E 2.A 3.C 4E 5D 6.A 7B 8A 9E 10E 11.B 12D 13.A 14.C 15B

16.E 17.C
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R3 uzayinda, iki boyutlu olan, egrilmeyen diiz geometrik yapiya diizlem denir. Bir
dogru ile bu dogrunun digindaki bir noktay1 iginde bulunduran bir tek diizlem vardir.
Diizlem igindeki bir dogruya dik olan bir vektor, diizlem igindeki tiim dogrulara diktir.
Diizlem denklemini en basit olarak, vektdrleri ve i¢ ¢carpimi kullanarak ifade edebiliriz.
Diizleme dik olan bir vektér, diizlem iizerindeki tiim vektorlere dik olacagindan, i¢ ¢arpim-
lar1 sifir olacaktir. O halde, diizlem denklemini belirlemede en gnemli vektor, diizleme dﬂ){
olan vektordiir. Bu vektore diizlemin normali diyecegiz ve N harfi ile gosterecegiz. IN

=
birim vektor ise, N ’ye diizlemin birim normali diyecegiz.

Bir Noktasi ve Normali Bilinen Diizlemin Denklemi

*Teorem R3 uzayinda, bir P (0,0, 20) noktasindan gegen ve N = (A,B,C)
vektoriine dik olan diizlemin denklemi

A(@—=z0)+B(y—yo) +C (2 —2) =0

dir.
Kamt : X (z,y,2) diizlemin degisken nok-
— — —

tasini gostermek iizere, PX vektorii daima, N N=(4,B,C)
vektoriine diktir. O halde,

—— —

<PX N>=0 IEI X

esitligi saglanmalidir.

—
P (20, Y0, 20) ve N = (A, B, C) olmak iizere, PXoyo.20)

<($—$07?J_y072 - Zo),(A,B,C)> =0

esitliginden,

Az —20)+B(y—yo) +C(2—2) =0
elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse, diizlem denklemlerinin
Ax+ By+ Cz = Axqg+ Byg+ Cz =D

formunda olacag1 goriilebilir. |

Sonug¢ : R? uzayinda xyz dik koordinat sistemine gore verilen,
Ax+By+Cz=D

formundaki bir diizlem denklemine gore, degiskenlerin katsayilari ile olusturulan
—
N = (A, B, C) vektdrii, bu diizlemin normal vektoriidiir.
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Ornek 6.1 P (1,2,3) noktasindan gecen ve N = (2,3,1) vektoriine dik olan
diizlemin denklemini bulunuz.

Coziim: 2 (z — 1)+ 3 (y — 2)+1 (2 — 3) = 0 esitliginden, 22 4 3y + z = 11 elde edilir.

Ornek 6.2 2z + 3y — z = 12 diizleminin birim normalini yaziniz.

Coéziim : z, y, z koordinat eksenlerinin katsayilar1 diizlemin bir normal vektorii oldugun-
1
dan, bu diizlemin normali N = (2,3,—1) ve birim normali de ﬁo = % (2,3,—1)

vektori olur.

Bazen diizlemin normali, yani diizleme dik olan vektor dolayli olarak verilebilir. Bu tiir
orneklerle cok kez karsilasacagiz. Ne demek istedigimizi, asagidaki 6rnekle agiklayalim.

= — -1
Ornek 6.3 mT =y—2= 1 dogrusuna dik olan ve P (1,1, 2) noktasin-

Coziim : Burada diizlemin normali aslinda dolayli olarak verilmis. Dogru diizleme dik
oldugundan, dogrunun dogrultmani, diizlemin normali olarak almabilir. Sekli inceleyi-

niz. Buna gore, N=1= (2,1, 4) oldugundan, diizlem denklemi :
2 —1)4+1(y—1)+4(z—2)=0
esitliginden, 2x + y 4+ 4z = 11 bulunur.

N=(4,B,C) Id

Ornek 6.4 2z + 3y + 5z = 12 diizlemine dik olan ve P (1,2, 3) noktasindan ge-
cen dogru denklemini yaziniz.

Coziim : Dogru diizleme dik ise, dogrunun dogrultmani diizlemin normali olarak alin-
abilir. Buna gére, U = N = (2,3,5) oldugundan, dogru denklemi :
z—1 y—2 2-3
2 3 5

olur.
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6.1)AI|§t|m1a P(1,0,1) noktasindan gegen ve N = (0,2,1) vektoriine dik olan
diizlemin denklemini bulunuz.

Yamt: 2y + 2z = 1.

6.2)All§tlrma P(1,2,3) noktasindan gegen ve N = (0,0,1) vektoriine dik olan
diizlemin denklemini bulunuz.
Yamt : z = 3.
-1 -1
6.3)All§tlrma xT A 1 dogrusuna dik olan ve P (1,1,2) noktasindan

gecen diizlemin denklemini bulunuz.
Yamt : 2z 4 3y + 4z = 13.

Ornek 6.5 x = 2 denkleminin, R uzayinda, R? uzayinda ve R® uzayinda hangi geo-
metrik sekilleri gosterdigini yaziniz.

Coziim : x = 2, R uzayinda bir nokta belirtir.
x = 2, R3 uzayinda bir dogru belirtir.

z = 2, R? uzayinda bir diizlem belirtir. (Normali N = (1,0,0) olan ve
(2, Yo, 20) noktasindan gecen diizlem)

y A
R de x=2

A

R de x=2 P X 4

x* R’ de x=2

6.4) Alistirma Asagidaki denklemleri verilen diizlemlerin normal vektorlerini yaziniz.

a)2x + 3y + 2z =2 ﬁ:(?,?),l)
b)x—3y+2:=4 N =(1,-3,2)
¢z +3y=0 N = (1,3,0)
d)x+52=3 N = (1,0,5)
o) x =2 N = (1,0,0)

6.5)All§tlrma P (1,3,4) noktasindan gegen ve N = (0,1,0) vektoriine dik olan diiz-
lemin denklemini bulunuz.

Yamit : y = 3 diizlemi.
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Hiperdiizlem : R™ uzayinda, verilen bir N vektoriine dik olan vektorler kiimesinin
gerdigi uzaya hiperdiizlem denir. R™ uzayinda, bir hiperdiizlem n — 1 vektor tarafindan
—

gerilir ve n — 1 boyutludur. Bu n — 1 vektorle birlikte N vektorii, R™ uzayinin bir
tabani olur. Bir hiperdiizlem daima bulundugu uzay1 iki kisma ayirir. R™ uzayimnda bir
hiperdiizlemin denklemini en genel sekilde,

All'l +A2£L’2++An$n :D
formunda vermek miimkiidiir. Ayrica, R? uzayindaki yontemle de denklemi bulunabilir.
o —
Ornegin, R* uzaymda, N = (A;, A, A3, A4) vektériine dik olan ve P (p1, p2, p3, pa)

—_ —
noktasindan gegen hiperdiizlem denklemini, < PX, N >= 0 esitligini kullanarak,
X (z1, 2, T2, x4) degisken nokta olmak iizere,
A1 (21 —p1) + Az (w2 —p2) + Az (23 — p3) + Aa (34 —pa) =0

denklemiyle verebiliriz.

—

Ornek 6.6 R* uzayinda, N = (1,2, 3,4) vektiriine dik olan ve P (2,3,1,1) nok-
tasindan gecen hiperdiizlemin denklemini bulunuz.

—_— 2 . . . .
Coziim : < PX, N >= 0 esitligini kullanarak,
1(x1—2)+2(x2—3)+3(x3—1)+4(xa—1)=0
esitliginden, x1 + 2x5 + 3z3 + 424 = 15 bulunur.

Ornek 6.7 RS uzayinda verilen, 2x1 +x5 +x4—x5 = 10 hiperdiizleminin birim
normalini bulunuz,

—
Coziim: N = — (2,1,0,1,—1)’dir.
vai

6.6>A|I§tlrma P (1,1,1,1,1) noktasindan gecen ve N = (2,1,3,0,4) vektoriine dik
olan hiperdiizlemin denklemini bulunuz.

Yamt : 221 + xo 4 3x3 + 4a5 = 10.

6.7) Alistirma R* uzayinda verilen x5 —3x3+x4 = 10 hiperdiizleminin birim normalini

bulunuz:
— F1
Yamt: N = — (0,1,-3,1).
i ( )
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Uc Noktasi Verilen Diizlem Denklemi

Bir diizlemin normal vektdrii daima agikga verilmeyebilir. Ornegin, diizlemin sadece
dogrusal olmayan {i¢ noktas1 verilmis olabilir. Boyle bir durumda, vektorlerin 6zellikleri
kullanilarak, diizlemin denklemini bulabiliriz. Nasil bulacagimizi 2 farkl sekilde gorelim.

1. Vektorel Carpimla Diizlemin Normal Vektorii Bulunabilir.

Bunun igin, diizlem iizerinde verilen dogrusal olmayan ii¢ noktay1 kullanarak olustura-
cagimiz herhangi iki vektdriin vektorel ¢arpimi, bize diizlemin normal vektoriinii verecek-
tir. Sekilden de goriildiigii gibi, diizlemin dogrusal olmayan ii¢ noktast P, (), R olsun.

Bu durumda,

— —
PR x PQ
— —_—  —
vektorel ¢arpimi, diizleme dik olacagindan, N = PR x P() alinabilir.

N =PRxPQ

T

E R(X3,y3,23)
< X(x,y,2)
P(xl,y],z])

O(x2,)2,22)

Ornek 6.8 P (2,1,0), Q(2,2,1), R (0,2, 2) noktalarindan gecen diizlemin denk-
lemini bulunuz.

Céziim : PR = (~2,1,2) ve PQ = (0,1, 1) oldugundan,

— —_— — i ‘] k
N=PRxPQ=|-2 1 2|=(-1,2-2)
0 1 1

bulunur. Buradan, diizlem denklemi :
(DE-2)+2@u—-1)+(-2)(z-0)=
esitliginden, —z + 2y — 2z = 0 bulunur.

6.8>A|I§tlrma P(2,1,1), Q(0,2,1), R(1,3,2) noktalarindan gegen diizlemin denk-
lemini bulunuz.

Yamt: x + 2y — 3z = 1.
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2. Diizlemde Bulunan U¢ Vektoriin Lineer Bagimh Olmasiin Kullanilmasi

*Teorem R? uzayinda, P(x1,y1,22), Q(x2,y0,22) ve R(x3,y3,23) noktalarindan
gecen diizlemin denklemi :

Tr— X Yy—1y =z

To—T1 Yo—y1 22—z |=0

T3 —21 Y3 —Yr 23— 21
dir.

Kamt : Verilen P, Q, R noktalarindan biri baslangu; nokta51 kabul edilerek, li¢ vektor

olusturalim. X degisken noktay1 gostermek iizere, PX PQ ve PR vektorleri ayni diiz-
lemde olduklarindan lineer bagimlidirlar. (Sekli 1nce1ey1n1z.)

R(x3,y3,23)
P(x1,y1,21) 0(x2,02.22)

—_—2 =2 == . . . . .
Buna gore, det(PX, PQ, PR) = 0 determinant1 bize diizlem denklemini verir. O halde,
P(x1,y1,22), Q(x2,y2,22) ve R(x3,ys,23) noktalari i¢in,

Tr—x Yy—y z—z vy oz 1
— - — 21
1
To—T1 Y2—Y1 22—z | =0veya 1 :Zl 'Zl 1 =0
2 22
T3 —T — Z3— 2
3 1 Ys—W 3 1 x5 ys 23 1

esitligi bize, diizlemin denklemini verecektir.

Ornek 6.9 P (2,1,0), Q(2,2,1), R (0,2, 2) noktalarindan gecen diizlemin denk-
lemini bulunuz.

Céziim : PR = (~2,1,2) ve PQ = (0,1, 1) oldugundan,
r—2 y—1 z-0
2.2 2.1 1-0|=0
0-2 2-1 2-0

esitliginden, x — 2y + 2z = 0 bulunur.

6.@A|I§tlrma P(1,1,1), Q(2,3,1), R(4,2,2) noktalarindan gegen diizlemin denk-
lemini bulunuz.

Yamt: 2z —y — 5z = —4.



Analitik Geometri ve C6ziimlii Problemler - Mustafa Ozdemir (ORNEKTIR)

UZAYDA DUZLEM DENKLEMI 217

Verilen iki dogruya paralel olan ve bir noktasi verilen diizlemin
denklemi

Eger bir diizlem, iki dogruya paralel ise, bu dogrularin dogrultu vektorlerine de
paraleldir. Bu durumda, diizlemin normal vektorii, dogrularin dogrultman vektorlerine
dik olacaktir. Dogrularin dogrultmanlari W, ve U5 olmak iizere,

ﬁ = W; X U5 alinabilir. Boylece, normali ve bir noktasi bilinen diizlem denklemini
bulabiliriz. Buna gore, P diizlem iizerinde bir nokta ve X diizlem {izerinde herhangi bir
noktay1 gostermek iizere,

<ﬁ>1 X ﬁg,ﬁ)—()> = det (ﬁl,ﬁg,ﬁ> =0

esitligi diizlem denklemini verir.

d, ArN=(A,zV
“/

/ .

B

P(xy,y1,21)

= -1 -1 -1 -2
Ornek 6.10 :z: 5 = yT =z ve z = Z—, y = 1 dogrularina paralel

olan ve P (1,2, 3) noktasindan gegen diizlemin denklemini bulunuz.

Coziim : Dogrularm dogrultmanlar, W; = (2,2,1) ve Uy = (2,0, 3) bicimindedir.
P (1,2,3) igin,
. z—1 y—2 2-3
det(ﬁl,ﬁ’Q,PX>= P P 1 | =62 —4y—42414=0
2 0 3

esitliginden, 3x — 2y — 2z = —7 elde edilir.

-1 -2
6.1(DAI|§tm'na % = yT —l-zveaz—1="7 3 z = 1 dogrularina paralel

olanve P (1,2,3) noktasindan gegen diizlemin denklemini bulunuz.

Yanit : 3z — y + 3z = 10.
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iki Diizlemin Birbirine Gore Durumlar:

iki Diizlemin Paralel Olmasi ve Dik Olmasi Durumlari

Iki diizlem birbirlerini kesmiyorlar ise paralel- .
dirler. iki diizlem birbirini kesiyorsa bir dogru Ni2(A1B1,C))
boyunca keser. wq ve wo diizlemlerinin normal-

R — — .
leri sirastyla N1, N9 olmak iizere, wy ve wo |
. . . . H H
diizlemlerinin paralel olmasi i¢in Ny || Ny ol- e -

malidir. Yani; [oN 4
: N,=(A,B,,C.
N)1:(A1>Bl,01)veﬁ2:(szBQ,CQ) ise Lz(z; 5, C))
Ay _ By _ 4 )

_— = — = k/‘
A2 BQ Cg
olmast gerekir.

Ornek 6.11 2z — 3y + 4z = 3 diizlemine paralel olan ve P (1,2, 3) noktasindan
gecen diizlemin denklemini yazimiz.

Coziim : Diizlemler paralel olacagindan, normalleri ayni alinabilir. Buna gore,
20 —1)—-3(y—2)+4(z—3)=0
esitliginden, 2z — 3y + 4z = 8 diizlemi elde edilir.

iki diizlemin dik kesismesi i¢in

N,=(A1,8,,C) N
4 N; L N»
ol a NSAB S imast gerekir. Buna gore
— —
(N1, N, ) =0

&
V olmalidir. Yani; ﬁl = (41, B1,C1) ve
v
@ N, = (AQ, Bs, CQ) ise

A1As+ B1Bs +C1Cy =0

olmasi gerekir.

Wy

Ornek 6.12 2z — 3y + z =3 ve x+ ky + 2z = 4 diizlemlerinin dik kesismesi
icin k kac¢ olmalidir?

Céziim : N; = (2,-3,1) ve N5 = (L, k,2) oldugundan, < Ny, Ny >= 0 esitligine
gore, 2 — 3k + 2 = 0 olmalidir. Buradan k& = 4/3 bulunur.
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iki Diizlem Arasindaki A¢inin Bulunmasi

Nl:‘(Al'BJ’CJ) Iki diizlem arasindaki ag1y1 da, yine nor-

— malleri yardimiyla kolayca bulabiliriz.
N,=(A;,B,,C)

'S ‘ <ﬁ1,ﬁ2>

=
N[l N

degeri, diizlemler arasindaki aciy1 verir.
Bu deger pozitif ise, diizlemler arasin-
daki dar aginin kosiniisii, negatif ise, diiz-
lemler arasindaki genis aginin kosiniisii
bulunmus olur.

Ornek 6.13 2z — Y+ 2z = 3vex — 2y + 2z = 4 diizlemleri arasindaki aciy1 bu-
lunuz.

— —
Coziim : Ny = (2,—-1,2) ve No = (1, —2,2) oldugundan,

— =
<NhNﬁ 242448

cosf =

=/ =
[N [[[|N2 3-3 9

bulunur. O halde, 6 = arccosg olur.

6.1 l)Allgtm'na x—3y+2z = 5 diizlemine paralel olan ve P (1,2, 3) noktasindan gegen
diizlemin denklemini yaziniz.

Yamt: x — 3y + 2z =1

6.12)AI|§t|rma x — ky+ z = 3ve kx + 2y + 3z = 4 diizlemlerinin dik kesismesi i¢in
k ka¢ olmalidir?

Yanit: £ =3

6.13)AI|§tm'na r—2y+ 3z =3 vex —y+ 2z = 3 diizlemleri arasindaki aciyr bulunuz.

1
Yamt : ﬁ\/éx/ 14.
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iki Diizlemin Arakesit Dogrusunun Denkleminin Bulunmasi

iki diizlemin arakesit dogrusunun bulunmasi demek, iki diizlemin denklemlerinin ortak
¢Ozlimiiniin bulunmas1 demektir. Iki farkli yontemle arakesit dogrusu bulunabilir.

1. Denklemdeki herhangi degiskene bir parametre verilerek denklem ¢oziiliir. Bu paramet-
reye uygun olarak dogru denklemi bulunur.

2. Her iki diizlemi de saglayan bir nokta bulunur. Diizlemlerin normallerinin vektorel

garpimi aranan arakesit dogrusunun dogrultmani olacagindan, dogru denklemine ulasila-
bilir.

Ornek 6.14 2z — Y+ 2z = 3vex — 2y + 2z = 4 diizlemlerinin arakesit dogrusu-
nun denklemini bulunuz.

Coéziim : 1. Yol. y = ¢ diyelim. Buna gore,

20 +22=34+1
T+22=4+2t

yazilabilir. Birinci denklemden, ikinci denklemi taraf tarafa ¢ikarirsak, x = —1 — ¢ ve bu-
radan da, z = (3t + 5) /2 elde edilir. Béylece, arakesit dogrusunun denklemi, parametrik
olarak, z = —1 — ¢,y = ¢, z = (3t + 5) /2 bigiminde verilebilir. Kartezyen denklemini
bulmak i¢in, ¢’yi tek basina birakarak yazariz. Buna gore,
x+1  22-35

t =
-1 3

)

olur.

2. Yol. Her iki diizlemi de saglayan bir ortak nokta bulalim. Ornegin, y = 0 alinirsa,

20+ 22 =3
r+2z=4
denklem sisteminden, = —1 ve z = 5/2 olur. Yani, P (—1,0,5/2) noktasi arakesit
dogrusunun bir noktasidir. Dogrultmant ise,
i
T=N;xNy=| 2 -1 2 |=(2-2-3)
1 -2 2

oldugundan, arakesit dogrusu :
r+1 vy z—5/2
2 —2 -3

elde edilir.

6.1@A||§t|rma r+y+z=>5ve2x+y— z =1 dizlemlerinin arakesit dogrusunun
kartezyen denklemini bulunuz.
z+4 y-9
= =2
-3

Yanit :
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Bir Dogru ile Bir Diizlemin Birbirine Gore Durumlari

Bir dogru ile bir diizlem igin, ii¢ durum s6z konusudur.
1. Dogru diizleme paraleldir.
2. Dogru diizlemin igindedir.
3. Dogru diizlemi keser.

Simdi bu durumlari ayr1 ayri inceleyelim.

T _ YT Z7 P i dogrusu ile, birw : Az + By + Cz + D = 0
C

. T —
Bir d :
. a N . ..
diizlemi verilsin. Buna gére, dogrunun dogrultman1 u' = (a, b, ¢) ve diizlemin normali ise

N = (A, B, C) olmak iizere, dogru ve diizlemin birbirlerine gére durumlarini inceleye-
lim.

1. Bir Dogrunun Bir Diizleme Paralel olmasi

Yukarida denklemleri verilen d dogrusu ile w diizleminin birbirine paralel olmasi igin,
dogrunun dogrultmani ile diizlemin normalinin birbirine dik olmasi ve dogru ilizerinde
bulunan P (x1,y1, 21) noktasinin w diizleminde bulunmamasi gerekir. Buna gore,

TIN ©<T,N>=0 < adA+bB+c¢C =0

Dogru // Diizlem <
& {A:c1+By1+Cz1+D7éO

seklinde ifade edebiliriz.

u=(ab,c)

—

EE(A,B,C)

Ornek 6.15 2z — 3y + z = 5 diizlemine paralel olan ve orjinden gegen ii¢c dogru
yaziniz.

Coziim : Diizlemin normali, N = (2, —3,1)’dir. Dogrunun paralel olmast i¢in, dogru-
—

nun dogrultmani normale dik olmalidir. Buna gore, < u,N >= 0 olacak sekilde W

vektorleri segmeliyiz.

LU, =1 1L)=2=y=2
2'32:(27]-;_1):;:1[/:_27
3. ﬁ)gz(l,—l,—5):>w=—y=%;

secilebilir. Siz de, bunlarin disinda dogrular bulunuz.
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2. Bir Dogrunun Bir Diizlem icinde Olmasi

Dogru diizlemin iginde ise, dogrunun tiim noktalar1 diizlem denklemini saglamalidir. Ayrica,
dogrunun dogrultmani ile diizlemin normali birbirine dik olur. O halde, P (o, yo, 20),
dogrunun bir noktasi olmak {izere,

Axg+ Byo+Cz+D =0

Dogru diizlemin i¢indedir <= { T LN < ad L BB+ eC =0

seklinde ifade edebiliriz.
T N=(4,B,C)

d W)L

© \

Ornek 6.16 2z — 3y + z = 5 diizleminin icinde bulunan ve P (2,1, 4) noktasin-
dan gecen bir dogru yaziniz.

x—2 y—1
== -

mani, diizlemin normaline, yani N = (2,—3,1) vektoriine dik olmasi gerektiginden,

U = (1,1, 1) almabilir. Buna gore, z — 2 = y — 1 = z — 4 dogrusu istenen sekildedir.

-4
Coziim : Dogru, =z formunda olmalidir. Bu dogrunun dogrult-
c

= —1 1-—
Ornek 6.17 2 5 =3 Z, y = 1 dogrusunu icinde bulunduran ve M (1,2, 3)

noktasindan gecen diizlemin denklemini bulunuz.

Coziim : Dogrunun dogrult-

N=u x PM mam u=(2,0,-3) ve dogru-
nun bir noktast P (1,1,1)’dir.
—
|3| Ayrica, PM = (0, 1,2)’de diiz-
= 3) M

u=(20- lem icinde bir vektordiir. N
d % vektorii hem d vektriine, hem
P de PM vektoriine dik oldugun-

w
dan, diizlemin normali
i j k
— _ —_—
N=uxPM=|2 0 -3 |=(3,-4,2)
01 2

ile bulunabilir. Buradan, diizlem denklemi :
3(z—1)—4(y—2)+2(2—3)=0
esitliginden, 3z — 4y + 2z = 1 bulunur.
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-1
6.15)AI|§t|rma xT =z, y = 1 dogrusunu iginde bulunduran ve M (1,2, 3) nok-

tasindan gegen diizlemin denklemini bulunuz.
Yamt: 2z — 6y —z = —T.

—Z

6.16)All§t|rma Yy = !

tasindan gegen diizlemin denklemini bulunuz.

, © = 1 dogrusunu i¢inde bulunduran ve M (2,3,4) nok-

Yamt : 122 — 3y — 2z = 11.

3. Bir Dogrunun Bir Diizlemle Bir Noktada Kesismesi

Dogrunun diizlemle kesigmesinde, ozellikle dik olarak kesismesini ayrica inceleyelim.
Dogru diizleme dik ise, dogrunun dogrultmani ile diizlemin normali birbirine paralel olur.
O halde,

Dogru | Diizlem <= 1 || N <

seklinde ifade edebiliriz.

—

N

=(A,B,C)
i

Diger yandan, bir dogru ile bir diizlemin kesisme noktasini da kolayca hesaplamak miim-
kiindiir. Bunun i¢in, dogrunun parametrik denklemi kullanilarak, diizlem denkleminde
yerine yazilir ve kesisme noktasinda parametrenin degeri belirlenerek kesisme noktasi
bulunabilir.

/ d
/,',(/

Ornegin, — L =YL _ 27 *L _ ) dogrusunu,
a b c

T=a\+x1, Yy=bA\4+y1, z=cA+ 2

bi¢iminde, \’ya bagl olarak yazip, diizlem denkleminde yerine yazarsak A degeri bulunur.
Kesisme noktasini bulmak i¢in, geriye A degerini yerine yazmak kalir.
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= -1 1—
Ornek 6.18 :BT = Tz, y =1 dogrusuile 2x — 3y — z = 5 diizleminin

kesisim noktasini bulunuz.

oo o x—1 11—z
Coziim : 7 = 3

=\ y =1 esitliginden
r=2A+1,2=1-3)\, y=1

yazilabilir. Bu degerler diizlem denkleminde yazilirsa,

222 +1)-3—-(1-3)) =5

denkleminden, A = 1 olur. O halde, z = 3, y = 1 ve z = —2 olacagindan, kesisme
noktast K (3,1, —2) olur.

—9 1 —
6.17)AI|§tm'na % = Ty = z — 1, dogrusu ile 2x — 3y — z = 12 diizleminin
kesisim noktasint bulunuz.

Yamt : K (4,-2,2).

2z — 1 2 —
6.1@Allgtm'na x2 = TZ, y = 2 dogrusu ile 2z — 3y — z = 13 diizleminin

kesisim noktasint bulunuz.
Yamt : K (9/2,2,-10).

-1 1- -1
6.19)AI|§tm'na R* uzayinda z 5 = Y= wT dogrusu ile 2x — 3y — z +

4w = 23 diizleminin kesisim noktasin bulunuz.

Yamt : K (3,—-2,1,3).

4. Bir Dogru ile Bir Diizlem Arasindaki A¢1

Bir dogru ile, bir diizlem arasindaki a¢ty1, dogrunun dogrultmani ve diizlemin normalini
kullanarak kolayca bulabiliriz. Asagidaki sekilden de takip edilirse, dogru ile diizlemin
arasindaki a1 6 ise, dogrunun dogrultmani ile diizlemin normali arasindaki ag1 90° — 6
olacaktir. Buna gore,

(u.N W,N)
= —————veya sinfl = ———~=
b Kb

esitligi bize, istenen agiy1 verecektir.

cos (90° — 6)
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N
90-9
u
’I
= z—1 1—2 . . .. ,
Ornek 6.19 2 — 3 = y dogrusuile 2x — 3y — z = 5 diizlemi arasin-

daki a¢inin kosiniisii nedir?

Céziim: W = (2,1,-3) ve N = (2, —3, —1) oldugundan,
. 4-343 2 3v5
sin = ——— = = = cosf = —

Vi1 7

olur.

Not : Paralel olmayan iki diizlemin arakesiti bir dogru olacagindan, bazen, bir dogru
denklemi, iki diizlem denklemiyle birlikte verilebilir.

r+y—3z=>5
rT—y+z2=3
gecen diizlem denklemini bulunuz.

Ornek 6.20

} dogrusuna dik olan ve P (2,1, 3) noktasindan

Céziim : Once dogru denklemini bulalm. z = ¢ olsun. Buna gbre,

THY=5+30 1 8ot =4t
rT—y=3—-1
ve buradan da y = 2¢ + 1 bulunur.

Buna gore, dogru denklemi
t_x—4_y—1_z
1 2 1

seklindedir ve W = (1,2, 1)dir. Istenilen diizlem, bu dogruya dik oldugundan, diizlemin

normali, dogrunun dogrultmanina paraleldir. O halde, N = (1,2, 1) alinabilir. Boylece,
P (2,1,3)’den gegen diizlem :

(r—2)+2y—1)+(z—3)=0
esitliginden x + 2y + z — 7 olur.
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Uzerindeki Iki Dogrusu Bilinen Diizlemin Denklemi

Uerindeki iki dogrusu bilinen diizlemin denklemini bulabilmek igin, dncelikle diizlemin
normalini bulmak gerekir. Normali {i¢ farkli sekilde bulmak miimkiindiir. Dogrularin
dogrultmanlar1 W ve W, dogru iizerindeki noktalar da P ve Q olmak iizere,

DN = W, X o,
2)ﬁ:ﬁ>1><P—Q>,
3)N—>:H2X:P—(é,

esitliklerinden biri kullanilabilir. Bundan sonra geriye diizlem denklemini belirlemek

kalir.
TN=(A,B,C)
u, =(a2,b2,czy
® P
= -1 2 —
Ornek 6.21 mT =z,y=1 ve x—2 = A y’ z = 1 dogrularin icinde

bulunduran diizlemin denklemini bulunuz,.

Coziim : Bu soruda, diizlemin normalini N = u; x ﬁi ile bulabiliriz.
k

—_—
1
1

N=1u,xPQ= =(~1,-1,2)

= DN e

J
0
1

oldugundan, diizlem ayrica P (1, 1, 0) noktasindan gegtiginden,
(DE-)+()F-1)+2(z-0)=0
esitliginden, x + y — 2z = 2 elde edilir.

~1 9 _
6.2@A||§t|rma IT Yy =z ve x—2 = 3 y’ z = 1 dogrularim iginde
bulunduran diizlemin denklemini bulunuz.

Yamit: 2 +y — 3z = 1.

_9 9_
6.21)A||§t|rma T =y =2z ve z = Ty = z dogrularini iginde bulunduran

diizlemin denklemini bulunuz.

Yamt: y = x.
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Bir Noktanin Bir Diizleme Olan Uzakhg:

Asagidaki teorem, R” uzayinda da gegerlidir. Bir sonraki teorem ise, bu teoremin R? igin
elde edilmis 6zel bir halidir.

*Teorem R™ uzayinda verilen bir P noktasinin, normali N olan bir diizleme (veya
hiperdiizleme) uzakligi; S diizlem iizerinde herhangi bir nokta olmak iizere,

(N.57))

—
IN

dir.

Kamt : Normali N olan bir w diizleminin disindaki bir P noktasinin, diizleme uzakligin
—
yine i¢ ¢arpim yardimiyla bulabiliriz. Diizlem iizerindeki herhangi bir S noktasi igin, S'P

vektoriinii g6z oniine alalim. S_]5 vektorii ile, P’den diizleme inilen dikme arasindaki ag1
0 ise, P noktasinin diizleme uzaklig1 £ olmak iizere,

N
{=||SP| cosb
ile verilebilir (Sekilden takip ediniz).

N=(4,B
P=(x0.y0.20) (4,5,

' S=(x1.y1,21)

®

— —

Diger yandan, 6, N ile S P arasindaki ag1 oldugundan,
— —
(N,SP)
—_—

yazilabilir. Bdylece,

N
Nl

esitligi bize, noktanin diizleme uzakligini verir.
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Ornek 6.22 R* uzayinda, P (1,1,1,1) noktasimin, ¢ — y — z + w = 1 hiperdiiz-
lemine uzakhigint bulunuz.
Coziim : Hiperdiizlemin normali : N = (1,—1,—1,1)’dir. Diizlem iizerindeki herhangi
—
bir nokta da, S (2,1, 1, 1) alinabilir. Buna gore, SP = (—1,0, 0, 0) oldugundan,
— —
(N.57)] 1

(=1
IN| 2

elde edilir.

*Teorem P (x0, yo, 20) noktastnin Az + By + Cz + D = 0 diizlemine uzakiig
_ |Azo + Byo + Czo + D)

l
VA1 B2 1 C?

ile bulunur.

Kamit : S (21,91, 21) diizlem iizerindeki bir nokta olsun. Bu durumda,
A:L'l + By1 + CZl =-D

olur. Bu esitligi kullanarak,
— —
’<N’SP>‘ _ (A, B,C), (xo — @1,40 — Y1, 20 — 21))|
IN| VAZ L BZ 1 C?
|Azo + Byo + Cz0 — (Axy + Byy + Cz1))|
VA2 + B2 + C?
‘Ax() + By + Czy + D|

bulunur. m

Ornek 6.23 P (1,2, 3) noktasinin 2x — 3y + 3z = 1 diizlemine uzakligini bulunuz.

—

Coziim : N = (2, -3, 3) oldugundan,

. 2:1-3-(2)+3-3—1] 2y22
N VAF9+9 o1

elde edilir.

6.22)AI|§tm'na P (1,2,3) noktasimin 2z — 3y — z = 2 diizlemine uzakligini bulunuz.
Yamt : 9v/14/14.

6.23)A|I§tll'ma P (1,1, 3) noktasimin 3z — 2y + 2z = 2 diizlemine uzakligini bulunuz.
Yamt : 44/17/17.
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Paralel Dogru ve Diizlem Arasindaki Uzakhk

Bir dogru ile bir diizlem arasindaki uza-
kliktan bahsedebilmek icin, dogru ve dii-
zlemin paralel olmalar1 gerekir.  Aksi
halde, kesistikleri i¢in aralarindaki en kisa
uzaklik sifir olacaktir. Dogru ve diizlem
paralel ise, dogru tizerindeki her noktanin
diizleme uzaklig1 esit olacagindan, dogru
iizerinde rastgele bir nokta alinarak, bir
noktanin bir diizleme uzaklik formiilii kullanilarak, dogrunun diizleme uzakligi buluna-

x

= -1 1-—
Ornek 6.24 mT = Ty = z dogrusunun t + y + z = 5 diizlemine uzak-

hgin bulunuz.

Coziim : Dogru ile diizlemin paralel olduklarini goriiniiz. Yani, u L N-dir. Dogru
tizerinde rastgele bir nokta alalm. P (1,1, 0) alabiliriz. Buna gore,

114114105 _ A
N VIF1I+1 N

l

olur.

Paralel iki Diizlem Arasindaki Uzakhk

*Teorem R3de, wy: Az +By+Cz+D; =0 vewy : Av+By+Cz+Dy =0
paralel diizlemleri arasindaki uzakiik

|D1 — Dy
AZ1 B2t C?

ile bulunur.

Kamit : ws diizleminin iizerinde bir

P (x1,y1, 21) noktast alalim. Bu noktanin, p
w1 diizlemine uzaklig1 0, £
/= ‘A.’El + By1 + 021 + D1|

VA B 0P B
ile bulunur. P, ws diizlemi {lizerinde oldu- w1
gundan, Az, + By; + Cz; = —Ds olur.
Buradan,

|D1 — Dy
VRO

elde edilir. | |
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6.2@A||§t|rma 22 — 3y — z = 2 ve —4x + 6y + 22 = 3 diizlemleri arasindaki uzakiig
bulunuz.

V14
Yamt: ¢ = I

Diizlem Denkleminin Parametrik Gosterimi

Kartezyen koordinatlarda, bir diizlem denklemini
Ax+By+Cz=D

formunda gosterebiliriz. Diger yandan, iki parametre kullanarak, diizlem denklemini para-
metrik olarak gostermek de miimkiindiir. Bunun i¢in, degiskenlerden birine u, bagka birine
de v denilir ve son degisken u,v cinsinden yazilir. Ornegin, x + y — z = 3 diizlemini,
parametrik olarak,

T=u,y=vver=u+v—3
seklinde yazabiliriz. Bu gosterimi genellikle,
Qp(uﬂ}) = (’LL/U,’U,-FU - 3)

seklinde yazariz.

Ornek 6.25 Parametrik denklemi v = u + v,y =u—vvez=2u— v olan diizlemin
birim normalini bulunuz.

Coziim : x = u + v, y = u — v esitliklerini taraf tarafa toplarsak,

r+y=2u=u= x;y;
taraf tarafa gikarirsak da,
T—yYy=2v=>v= x_;y

elde edilir. O halde,

2=2. (mﬂ/) —<$_y> =2 =20 +2—x+y=1a+3y

2 2
esitliginden,
r+3y—22=0
1
diizlem denklemi bulunur. Birim normali : N = —— (1,3, —2) vektoriidiir.

V14

6.25)AI|§t|rma ¢ (u,v) = (u,2v — 1,3u + v — 1) diizleminin kartezyen denklemi nedir?

Yamt : 6z +y — 2z = L.
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Eksenleri Kestigi Koordinatlar1 Verilen Diizlem Denklemi

*Teorem Bir w diizleminin x, vy, z eksenlerini kestigi noktalar sirasiyla a, b, c ise,
bu diizlemin denklemi

y

S
a b ¢

ile bulunur.

Kamit : istenen diizlemin denklemi
Az + By+Cz+D =0
olsun. Buna gore,
i) x = a iken y = z = 0 oldugundan,
Aa+D=0= A= %olur.
ii) y = b iken z = z = 0 oldugundan,

—-D
BG+D:0:>B=TO]UI.

iii) z = c iken y = = = 0 oldugundan,
-D
Ca+D=0=C=—olur
c

Buna gore, diizlem denklemi

D D D
f—xf—yf—z:vaeya£+g+E =1
a b b a b ¢
olarak bulunur. |
Ornek 6.26 Eksenleri kestigi noktalar sirasyyla xt = 2, y = 3 ve z = —2 olan diiz-

lemin denklemini bulunuz.

Coziim : Teorem 6.6°dan, z + y_

z
5 3 g—lveya,3x+2y—3z—601ur.

6.26)A|I§tll'ma R™ uzaywnda, bir hiperdiizlemin x, x3, ..., x,, eksenlerini kestigi nokta-
lar swraswyla, ay,aq, ..., ay, ise, bu hiperdiizlemin denkleminin

T T x

_1 + _2 + e + on = 1

aq a9 (47%
oldugunu gésteriniz.
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Diizlem Demeti

wi:Aiz+Biy+Ciz+ D=0

ve
w22A2$+Bgy+CQZ+D2=0

diizlemleri birlikte bir dogru belirtir ~ Bu arakesit
dogrusunu {tizerinde bulunduran sonsuz tane diizlem
vardir.

Bu sonsuz tane diizlemin denklemi, verilen bu iki diizlemi
kullanarak ifade edilebilir.

OL(A1$+B1y+C12:+D1) +B(A2£L’+Bgy+CQZ+D2) =0 (*)

denklemini inceleyelim. Bu denklem, « ve 8 degistikce yeni bir diizlem denklemi olacak-
tir. Simdi, arakesit dogrusu iizerinde bulunan P ve @) noktalarini géz oniine alalim. P
noktasi her iki diizlem denklemini de saglar. O halde, (%) denklemini de saglayacaktir.
Benzer sekilde, () noktasi her iki diizlem denklemini de sagladigindan, () denklemini
saglayacaktir. Bu durum, () diizleminin arakesit dogrusundan gegtigini gosterir. Hatta,
a = 0,8 # 0ise, wy dizlemi; § = 0,  # 0 ise w; diizlemi elde edilir. Simdi tek

bilinmeyenle ¢aligmak i¢in, () denklemini o’ya bolerek, — = A diyelim. Bu durumda,
arakesit dogrusundan gegen diizlem ailesinin denklemini
(A1$+Bly+012+D1) —‘r)\(AQ:L'-I-BQy—l—CgZ—l—DQ) =0 (**)

bigiminde ifade etmek miimkiin olur. (#x) denklemi A degistikce, arakesit dogrusundan
gegen yeni bir diizlem belirtir. Bu nedenle, (xx) denklemine diizlem demeti denir. Bu
diizlem demetindeki, diizlemlerden herhangi birini bulabilmek i¢in, wo diizlemi ya da
arakesit dogrusu iizerinde olmayan herhangi bir noktasinin verilmesi yeterlidir.

Ornek 6.27 2z +3y+ z=1vex — 2y + z = 3 diizlemlerinin arakesitinden ve
P = (1,0, 3) noktasindan gecen diizlemin denklemini bulunuz.

Coziim : Verilen diizlemlerin arakesitinden gecen diizlem demetinin denklemi :
2zx+3y+z—1)+A(z—2y+2—-3)=0
bicimindedir. Bu denklem, P = (1,0, 3) noktasini saglamahdir. Buna gore,
(2-143-043-1)+A(1-2-0+3-3)=0
denkleminin ¢éziimiinden, A = —4 bulunur. O halde, istenen diizlemin denklemi :
2z +3y+z—1)—4(zx—2y+2—-3)=1ly—2x—32+11=0
bulunur.
6.27)AI|§tlrma 20 +y+2=0 ve 3x — 2y — z = 3 diizlemlerinin arakesitinden ve
P = (1,2,3) noktasindan gegen diizlemin denklemini bulunuz.
Yamt: 5z —y — 3 =0.
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Coziimlii Problemler

Problem : Asagidaki dogrularin kag tanesi 2z + y — z = 3 diizlemine diktir?
I)m:y:% Il)gzy:il Mhz=y=2z Mz=2y=—2z+1

@&ﬁm ¢ Bir dogrunun bir diizleme dik olmasi i¢in, dogrultmani, normale paralel olmasi
gerekir. Buna gore, II) ve IV) dogrulari, verilen diizleme diktirler.

PI‘Ob'em ¢ R® uzayinda asagidaki denklemlerin hangileri diizlem denklemi be-
lirtir? Diizlem olanlarin normalini bulunuz.

Lz4+y+2z=5 Vx=y==z
-1
LY —y2=2 Vy=2s-1
mar x =1 VI o (u,v) = (u,v,u + v)
Coziim
Lxz+y+2=5 Diizlem N) =(1,1,1)
—1
L -—y.=2 Dogru
2
L z = Diizlem N = (1,0,0)
Ve=y==z2 Dogru
Vy=2z—-1 Diizlem N = (1,-1,0)
VL ¢ (u,v) = (u,v,u + v) Dizlem (z =z +y), N = (1,1,-1)

@ Problem : :ET = Ty = z — 1 dogrusuna paralel olan ve orjinden gegcen
ii¢ diizlem denklemi yaziniz.

(j&iziim : Bir dogrunun, bir diizleme paralel olabilmesi i¢in, dogrunun dogrultmani ile
diizlemin normali birbirine dik olmalidir. Buna gore, o = (2, —2,1) oldugundan,

i)?Lﬁ1=(2,17—2):>w1 :2x4+y—22=0,
i)W L No=(1,1,0) = w; : 20 +y =0,
i)W L Nay=(1,22) = w :z+2y+2z=0.
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0
/ Ke /
C059:<El]’fi2> (:059:7@:1”1:]2 sinf = <uN
.| N
AYNI TUR AYNI TUR FARKLI TUR
Dogru - Dogru Diizlem - Diizlem Dogru - Diizlem

Bir vektoriin bir dogruya paralel olmasi demek, dogrultmanina
paralel olmasi demektir.

Bir vektoriin, bir diizleme paralel olmasi demek, normaline dik
olmas1 demektir.

Normal diizleme ve diizlemdeki tiim vektorlere dik oldugundan,
diizleme dik vektor deyince, Normal vektorle paralellik;

diizleme paralel vektor deyince ise Normal vektorle diklik aranir.

.PI‘Ob'em T W= (1, 2, 3) vektirii asagidaki diizlemlerden kag tanesine paraleldir?
rz+2y+32=0,

2z +4y+ 62 =0,

r+y—z=0

2+ y=0

z+y+2z2z=0

N~

SR ®

@iéziim : W vektorii diizleme paralel ise, diizlemin normaline dik olmalidir. Bu kosula
uygun segeneklerin sadece 3 ve 4 diizlemleri oldugunu goriiniiz.

Problcm P oa(t)=(t— 1,2t — 2, 2t) dogrusuyla x + 2y — 2z = 2 diizlemi-
nin arasindaki acinin kosiniisii nedir?

(jéziim : Dogrunun dogrultmani W = (1,2,2) ve diizlemin normali N = (1,2,-2)
oldugundan, dogru ve diizlemin arasindaki ag¢1 6 olmak tizere,

@N) 1
Tl TNT ~ 9

NCG
5 = g o

sinf =

elde edilir. O halde, cos =
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Problem : P(1,1,0), Q(3,4,1), R(—1,2,1) noktalarindan gecen diiz-
lemin denklemini bulunuz.

(}&Szﬁm :P,  ve R’den gecen diizlem denklemini,

rx—1

y—1 z—-0
3—-1

4—-1 1-0 |=2z—-4y+82+2=0
-1-1 2-1 1-0
esitliginden, x — 2y + 4z = —1 olarak buluruz.

Problcm : X

X

= (1,1,0) ve Y = (2,3, 2) vektirlerinin icinde bulundugu
diizleme dik olan ve P (1,1, 1) noktasindan gecen dogruyu bulunuz.

eézﬁm : X ve y vektorlerinin iginde bulundugu diizlemin normali :
=(2,-2,1)

bulunur. Bu diizleme dik olan dogrunun dogrultmani, diizlemin normaline paralel ol-
malidir. Buna gore, o= ﬁ alinabilir. Boylece, istenen dogrunun denklemi

r—1 1—y
= — = —_ 1
2 2 -
olur.
rz—1 z . .

Problcm ¢ A(1,1,1) noktasini ve =y=5 dogrusunu icinde bulun-

duran diizlemin denklemini bulunuz.

eézﬁm : Istenen diizlemin normali

N=PAxu

ile bulunabilir. Buna gére, w = (2,1,2) ve P (1,0

elde edilir. Diizlem, A (1, 1, 1) noktasindan gegtiginden,

—(z-1)-2(y—-1)+2(z-1)=0=>z2+2y—2z=1
elde edilir.
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PI‘Ob'em :  Parametrik denklemi, p (u, v) = (u, u + v, 2u + v) olan diizlemin
birim normalini bulunuz.

@i:'azﬁm 1 =u,y =u+vvez=2u+ v esitliklerinden, u ve v’yi yok edelim.
y=rz+v=v=y—x

oldugundan,
z=2r4+y—zrz=>x+y—2=0
e e~
elde edilir. Birim normali : N = — (1,1, —1) olur.
V3

‘Problcm' i (uyv)=(u—2,v—1,u+v—3)ve
po (u,v) = (u,2v — 1, ku + v — 3) diizlemleri birbirine dik ise k nedir?

(j&iziim : ¢ denkleminde, u = = + 2, v = y + 1 esitliginden,
z=z+Y;

1
ve z = kx + % — 3 esitliginden,

ve ¢, denkleminde, u = x, v = il
2kx+y—2z=25
diizlem denklemleri bulunur. Buna gore,
Ni = (1,1,-1) ve No = (2k, 1, —2)

oldugundan,

— —

N, LNy e2k+14+2=0k=-3/2
elde edilir.

Problcm t 24+ y+32+2=0vex + 2z + 3 = 0diizlemlerinin arakesitin-
denve A (3,1, 0) noktasindan gecen diizlemin denklemini bulunuz.

@iizﬁm t(x4+y+32+2)+ X(z+ 22+ 3) = 0 arakesit diizlemlerinin ailesinin denk-
lemini verir. Istenen diizlem, A (3,1,0) noktasindan gegtigi igin,

B4+14+0+2)+A(34+0+3)=0=>A=-1
olmalidir. O halde, A = —1 yazilirsa,

(x+y+32+2)—(x+22+3)=y+2—-1=0
elde edilir.
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Problem ¢ 2 X 3 X 1 boyutlarinda dikdortgenler prizmas: seklinde bir odanin

ii¢ kogesi sekildeki gibi birlestirilerek bir iicgen duvar yapiliyor. A kosesinin bu ii¢gen
duvara uzaklhig kag birimdir?

v

@&ﬁm :Taral1 iiggenin bulundugu diizlemin denklemi :

X Yy Z_ _ -
Sty =1=30+2+6:-6=0

oldugundan, A (2,3, 1) noktasinin bu diizleme uzaklig: :
_3-242.346-1-6] 12

¢ =
VI +4+436 7

olur.

Problcm : 3z +ay+ z =6,z =0,y = 0ve z = 0diizlemleriyle sinirlanan
kapali bélgenin hacmi 12 br3 olduguna gire a kagtir?

Céziim : Diizlem denklemini,

N

£ Y

242 42
2 %/a 6

seklinde yazabiliriz.

Bu diizlemin koordinat diizlemleriyle simirladigi
bdlgenin hacmi bir dik iiggensel piramit olup, hacmi A

1
V = 3 (Taban Alan1) (Yikseklik)

oldugundan,

C1(2-(6/a)),. 12
V‘%(T)“?‘” 6/a

esitliginden, a = 1 bulunur.

v
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Problem: r+y—2z2=3,x—2y+ z=2vex+ ny — 5z = m diizlem-
leri, bir dogru boyunca kesistiklerine gore m ve n kactir?

(;E'Sziim ¢ Bu ii¢ diizlemin bir dogru boyunca kesismeleri demek, ayn1 diizlem demetinde
bulunmalar1 demektir. Buna gore,,

a(z+y—2z2—3)+b(x—2y+z—-2)=(x+ny—>5z—m)
olacak sekilde a, b reel sayilart olmalidir. Burada, katsayilarin esitliginden,
a+b=1 (1)
a—2b=n (2)
—a+b=-5 (3)
3a+2b=m (4)
denklem sistemi elde edilir. (1) ve (3)’ten b = —2 ve @ = 3 bulunur. O halde, (2)’den
n ="T7ve (4)ten m = 5 elde edilir.

Problem ¢ Uzayda, E = {(z,y,2): € + 2y — 2z + 10 = 0} diizlemi veri-

liyor. P (1,2, 3) noktasindan gecen ve bu diizleme dik olan d dogrusu, E diizlemini T
noktasinda kestigine gore, T noktastmin orjine uzaklig kag birimdir?

§6ziim : Dogru diizleme dik ise, dogrultmani olarak diizlemin normali alinabilir. Buna
gore, dogrunun denklemi :
r—1 y—2 2z-3
2 =2
olacaktir. Bu dogrunun diizlemle kesisimi ise,
A+1D)+22N+2)—2(-22+3)+10=0=>A=—-1

oldugundan, T' (0,0, 5) bulunur. 7’nin orjine uzaklig1 5 birimdir.

Problem ¢ Uzayda verilen x + 2y + 3z = 18 diizlemi koordinat eksenlerini,

A, B ve C noktalarinda kesmektedir. Buna gire, AB C iicgeninin agirlik merkezinin
koordinatlari toplami kactir?

@iéziim : Diizlem denklemini :

T Yy oz

Z 4202

18 + 9 + 6
formunda yazarsak, bu diizlemin koordinat eksenlerini A (18, 0,0), B (0,9,0) ve C (0,0, 6)
noktalarinda Kkestigini goriiriiz. Buna gore, agirlik merkezinin koordinatlar : G (6, 3, 2)

oldugundan, yanit 11 bulunur.
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-3
Problem : Denklemi ~ 5 T Y E= —1 olan dogruile, x + y — 2z = 6

diizleminin arakesit noktasindan gecen ve verilen diizleme dik olan dogrunun denkle-
mini bulunuz. (OABT - 10. 2013)

(;éziim :x=2\+ 3,y = —\ve z = —1 diizlem denkleminde yazilirsa,
2A4+3-A+2=6=>A=1

bulunur. O halde, dogru ve diizlemin arakesit noktas1 7" (5, —1, —1) olur. Dogru diizleme

dik ise, dogrultmani diizlemin normalidir. Buna gore, dogrunun denklemi :

z+1
-2

r—b=y+1=
elde edilir.

Problem: A(1,2,-3) noktast ile W = (1,—2,2)ve Vv = (3,—1,—1)

vektorleri veriliyor. A noktasindan gecen ve U ve V' vektorlerine paralel olan diizlemin
denklemi asagidakilerden hangisidir? (OABT - 2013)

eozum : Diizlem, W ve V vektorlerine paralel ise, diizlemin normali bu vektorlere diktir

ve
- = —
_ R
3 1 -1

olur. O halde, istenen diizlemin denklemi :
4(x-1)+7(@y—-2)+5(2+3)=0
esitliginden, 4z + 7y + 5z = 3 bulunur.

Problem ¢ Uzayda verilen x — 1 = y = z dogrusu S diizlemi iizerindedir. S

diizlemi, P (1,1,1) noktasindan gectigine gore, S diizleminin denklemini bulunuz.
(OABT - I0. 2014)

@G6ziim : Dogrunun dogrultmant W = (1,1, 1) ve bir noktast A (1,0,0)’dir. Dogru ve
P noktasi diizlemin iizerinde oldugundan, diizlemin normali :
- v

j k
1 1
1 1

—

1
N=uUxAP=| 1 = (0,—1,1)
0

olur. O halde, diizlemin denklemi :
0O(z—1)-1y—-1)4+1(z=1)=2z—-y=0
elde edilir.
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Problem ¢ Parametrik denklemi, x=2t + 1, y=3t — 1, z=t + 2 olan dogru

ile 2ax + y + z + 5 = 0 diizlemi veriliyor. Bu dogru ile diizlem paralel olduguna
gore, a kactir? (OABT - I0. 2014)

(;E'Sziim : Dogru ve diizlem paralel ise, dogrultman ve normal birbirine diktir.
T =(231)veN = (2,1,1)

oldugundan, W L N ise, 4a + 3 + 1 = 0 esitliginden @ = —1 bulunur.

Problem : x—y+ z=>5ve—2x + 3y — z = 1diizlemlerinin arakesit dogru-

suna dik olan ve A (—1,1,0) noktasindan gecen diizlemin denklemi asagidakilerden
hangisidir?

@G6ziim : Arakesit dogrusunun dogrultman: :

- o

L= = ik

u=N;xNy=| 1 -1 1 |=(-2,0,2)
-1 3 -1

vektoriidir. A (—1, 1, 0) noktasindan gegen diizlem, bu dogruya dik ise, istenen diizlemin
normali, arakesit dogrusunun dogrultmani olacaktir. O halde, diizlem denklemi :

—2(x+1)+0(y—1)+2(z—0)=0

esitliginden, x — z = 1 bulunur.
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Béliim Sonu Tekrar Testi (DUZLEM DENKLEMI)

A(1,2,2) noktasindan gegen ve N = (3,4,1) vektoriine dik olan diizlemin

1.
denklemi nedir?
A3z +4y+2z=5 B)3zx+4y+2=13 COz+y+2=5
r—1 y—2 z-2
D =13 E = =
)T +y+ 2 ) 3 1 1

2. 3z + 2y — z = b diizlemi, asagidaki vektorlerin hangisine paraleldir?
A)(1,2,3)  B)(3,21) 0O(6,4-2) D(1,25 E)(223)

— z = b diizlemi asagidaki dogrularin hangisine diktir?
Yy oz T Y z
)1$ ; ?l ) 2C) S
z— r—1 _y-2_
— E) s = 4 —% 2

8

I

w
ol g

|

xyzw dik koordinat sisteminde, A (1,2, 2, 1) noktasindan gegen ve N = (3,4,1,2)

4.
vektorline dik olan hiperdiizlemin denklemi nedir?
Axz+y+z+w=6 B)3z+4y+ 242w =0 Oz+2y+2z+w=15
2 -1
D) oY= E)3z + 4y + 2z + 2w = 15

2

3 4

5. xz +y + 2z = 3 diizlemine dik olan ve A (1,2,0) noktasindan gegen dogrunun
denklemini bulunuz. - z g
T — Yy — z T — Yy —
_ .~ E — — .
)73 r -

D =< < _
) 4 -2 -1

6. A(0,0,0), B(2,1,3), C(4,—1,3) noktalarindan gegen diizlemin denklemini

bulunuz.

A)zr—-—y+z=0 B)—z—y+2=0 C)3y+22=0
Dyz+y—2=0 E)z—y—2=0
r—1 'y - L

7. 5 = z =1 dogrusunu tizerinde bulunduran ve P = (1, —1,2) noktasindan

gecen diizlem denklemini bulunuz.

A)zr+y+2z=0 B)3z —2y+2z=9 C)-3x+2y+22=-1

E)z+2y+2z=1

D)3z +y+22=6
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8.

10.

1.

12.

13.

14.

Analitik Geometri

2v —y+ 2z = 3vex+y+ 3z = 5 diizlemlerinin arakesit dogrusu, asagidaki
vektorlerin hangisine paraleldir?
A) (37 _4a _5) B) (3, 2, 1) C) (_4a _57 3) D) (3a 4, 5) E) (27 27 3)

z—y+z=3vex+y+ 3z = 5 diizlemlerinin arakesit dogrusu asagidakilerden

hangisidir?

Tz —2 T—2 y Tz —2 1—=2

)3 ) Y B , 2 ‘ 1) 2 YT T2

x— T — z—

DI =y=z:-1 B -=y=
Try—2=95 dogrusuna paralel olan ve (1,2, 0) noktasindan gegen dogrunun

2ty —z=1 2 p 3 45 gee j

P = (1,0, 2) noktasina olan uzakligin1 bulunuz.
2 2
INENG B L 02 D) 312 ) 22
1 -1 2

A = (1,1, 1) noktasindan gegen ve x—2|— - Y 7 = ZI dogrusuna dik olan
diizlemin denklemini bulunuz. . 5
Az+y+z=3 B) 2z + 3y +4z =9 OF+5+2=1
D)2z —3y+42=3 E)2z +3y+42=3
x—2 z y—1 z - .. ..

T SYy=gve5-=3=27 dogrularmi iginde bulunduran diizlem
denklemini bulunuz.
A) -3z +6y—52=0 B) 3z — 6y + 52z = —6 O)2x+3y+42=3
D)3z 4+ 6y —52=6 E)yz+y—2=2

-1 1 1
L 5 = %, y=2ve rT_yrl_ 1+ z dogrularina paralel olan ve P (1,1, 1)
noktasindan gegen diizlem denklemini bulunuz.
A)3zx+6y —42=5 B)3z —4y+62=5 C)3x —4y — 6z =-T7
D)3z — 6y + 52z =2 E)z+3y —42=0

{ r+y+z=>5 dogrusunu iginde bulunduran ve P (1,2,3) noktasindan gegen

3x+y+2=6
diizlemin denklemini bulunuz.
A)xrx—y+z=2 Byrz—y—2=-4 Oz+y—2=0
D)—z+y+z2=4 E)z+y+2=6
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15. ¢ +y + 2z = 3 ve 3z + 2y + z = 7 diizlemlerinin arakesitinden ve P (1,1,1)

noktasindan gegen diizleme, agagidaki vektorlerden hangisi diktir?
A) (37 _2a2) B) (272a _1) C) (_4a3,3) D) (473a3) E) (4a _273)

16. y = 2 diizlemine dik olan ve (1,—1,2) noktasindan ge¢en dogrunun denklemini

Or=1,2=2y+1=\AeR

bulunuz. .
A)a;:_il:5 Byz=2-y=3—2
D)yy+1=XNAeR E)y=2,z—1=2z—-2=X\ ) €eR

z—1 - . ca T,
17. =1y, 24+ 2 =0 dogrusunun = +y—2z = 8 diizlemi iizerindeki dik izdiisiim

2
dogrusu, asagidaki vektorlerden hangisine paraleldir?
A) (37 725 74) B) (43 23 71) C) (17 37 75) D) (37 13 76) E) (47 723 3)

-1 1 1-— i
i vyl z dogrusuyla 2z 4 3y + kz = 3 diizleminin paralel

18.
’ 3.2 2
olabilmesi i¢in k& =7
A) 2 B) 3 O)1 D)4 E)6
-1 1 1-
19. Z 5 = e 5 z dogrusuyla 2z 4+ my + kz = 3 diizleminin dik olabilmesi
icin m+ k=7
A)0 B) 3 o1 D) 4 E)5
20. A(3,1,1) noktasinin 2z — 3y + 6z — 4 = 0 diizlemine olan uzakligin bulunuz.
3 5 57
A) = B) - O1 D) 3 E) —
) 7 ) 7 ) ) ) 3
1—x Z <
21. A(2,3,1) noktasinin Y- 1= 3 dogrusuna olan uzakligim bulunuz.
5v2 2 V29 5
N T T F

22. 3x — 4y + 122 — 8 = 0 ve —6x + 8y — 24z — 10 = 0 diizlemleri arasindaki uzaklig

bulul%uz. 3 .
O1 D) e E) 13

7
A)l_S B)1_3
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Analitik Geometri

x+y=1ve2zx+y— 2z = 2 diizlemleri arasindaki dar ag¢iy1 bulunuz.
A) arccos (1/3) B) 90° C) 30° D) 45° E) 60°

x = y = z dogrusunu i¢inde bulunduran ve P (1,2, 3) noktasindan gegen diizlem
denklemini bulunuz.

A)x+y—2z2z=0 Byx+y—22=3 Ozx—2y—z==6
D)yz+y—22=0 E)x —2y+2=0

x + 2y + z = 3 diizlemiyle, % =y — 1 = z — 1 dogrusu arasindaki a¢inin kosindisii
kagtir?

A)V5/6 B)5/6 O)v11/6 D)1/6 E) —-5/6
Asagidaki dogrularin hangisi 2z 4+ y — z = 3 diizlemine paraleldir?

z—1 'y x—1 - z—1 'y z-1
A) 2172711 z B) 2171 ylel (0)] T 3= 3
D)x— _y_1-=2 E)x— _ Yy _z=-

4 2 2 2 2 6
z—1

5 =Y=2 dogrusu ile z 4+ y + kz = 0 diizlemi birbirine paralel ise, k kactir?
A) —2 B) 2 03 D) -3 E)4

R3 uzayinda asagidakilerden kag tanesi bir diizlem denklemi belirtir?
-1
Lotytz=5 IMLo——=yz2=2 MLz=1

W.rz=y==z V.y=2zx—1 VL ¢ (u,v) = (u, v, u + v)
A0 Bl ©2 D)3 E)4

A(1,1,1)B,(1,2,3) ve C(3,1,1) noktalarindan gecen diizlem, agsagidaki
vektorlerin hangisine diktir?
A) (0,1,2)  B)(0,2,-1) O (1,0,2) D) (4,2,0) E) (1,0,0)
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Bir A Noktasinin, Dogru Uzerindeki Dik Izdiisiim Noktasinin
Koordinatlari

Bir A noktasinin, verilen bir dogru iizerindeki izdiislim noktas1 denilince, dogru iize-
rindeki A noktasina en yakin olan bir H noktasi anlasilir. AH dogrusu, izdiisim alinan
dogruya dik bir dogru olusturur. Bu anafikir kullanilarak, bir noktanin bir dogru {izerine
dik izdiisiim noktasi kolayca elde edilebilir. Bunun yaninda, bir noktanin, verilen dogru
tizerindeki izdiislim noktasini bulmak igin, Vektorler konusunda ele aldigimiz izdiisiim
vektoriinii kullanabiliriz. Bu boliimde, izdiisiim alinan nokta A ile izdiisiim noktas1 ise H
ile gosterilecektir.

Buna gore, izdiigiim noktasini iki ana yontemle elde etmek miimkiindiir.
Birinci Yontem : Sekilden de takip edilecgei gibi,

i) H noktasi, iizerine izdiisiim alindig1 dogru denklemini saglar
ii) AH 1| W olmalidir.

Bu iki bilgi kullanilarak, H noktasi kolayca elde edilir.

Ornek 7.1 y = 2x — 1 dogrusunun, A (1,2) noktasina en yakin koordinatlarini
bulunuz.

Coziim : Dogrunun dogrultmani : W = (1, 2) dir. H noktas1, dogru iizerinde oldugundan
koordinatlar1 H (t, 2t — 1) formundadir.

—
AH Ll e (t—-1,2t-3) L (1,2)==t—1+4—-6=0
7
esitliginden, ¢ = = olur. O halde, H noktasinin koordinatlari :

H(t,2t —1) = H(7/5,9/5)

bulunur.
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=y=z dogrusunun, A (1,2, 3) noktasina en yakin koordinatlarin

2

Coziim : Dogrunun dogrultmani : W = (2,1, 1) *dir. H noktasi, dogru iizerinde oldugun-
dan koordinatlar1
z—1
2

formundadir.
—_

AH LW & (2t,t—2,t —3) L (2,1,1) &4t +t -2+t -3 =0,

esitliginden, t = % olur. O halde, H noktasinin koordinatlart :
H(2t+1,t,¢t)=H (8/3,5/6,5/6)

bulunur.

ikinci Yontem : Bu yontemde ise, bir X vektoriiniin bir y vektorii iizerindeki izdiisiim
vektoriiniin :
— —
- < X,y > —
izd — <—> —>>

)

oldugu kullanilarak yapilabilir. Burada, P noktas1 dogru iizerinde bir nokta olmak iizere,

PA vektoriniin dogrunun dogrultman vektorii izerine izdiisiimii kullanilarak, H noktas1
elde edilecektir. Asagidaki teoremde bu yontemi kullandik.

*Teorem Bir A noktasindan, dogrultusu W olan ve P noktasindan gecen bir d
dogrusu iizerine ¢izilen dikme ayagimin koordinatlar, X = PA olmak lizere,

— —

(%.7)

H:P+<ﬁ>,ﬁ>>

ile bulunur.

Kamt : Dogrunun herhangi bir P noktasii alalim.
—

PA = X diyelim. Dogrunun dogrultman vektdrii
de, U olsun. Buna gore, PA = X vektoriiniin, u
vektorii lizerindeki dik izdiisiim vektori,

— —
Rig = (X, u>ﬁ>
(W)

— S A~ .
olur. X;.4 = PH vektorii oldugundan,

H-P= (X, ") %
TEE
—_ (x, ), .
esitliginden, H = P + u elde edilir. |

(w. 1)
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Ornek 7.3 y = 2z — 1 dogrusunun, A (1, 2) noktasina en yakin koordinatlarin
bulunuz.

Coziim : Dogrunun dogrultmani : W = (1, 2) “dir. Dogru iizerindeki herhangi bir nokta
—
P (1,1) almabilir. Buna gore, X = PA = (0, 1) oldugundan,

H = P+

elde edilir.

€r —

= 1
Ornek 7.4 =y=z dogrusunun, A (1,2, 3) noktasina en yakin oldugu nok-

tasinin koordinatlari bulunuz,.

Coziim : Dogru iizerindeki herhangi bir P noktas, P (1,0,0) almabilir. W = (2,1,1) ve
—
X = PA = (0,2,3) oldugundan,

H = P+

I
—~
—
=
(==
~—
+

bulunur.

-1
7.1)All§t|rma xT = %, 2z = 1 dogrusunun, A (1,1,1) noktasina en yakin oldugu

noktasinin koordinatlar: bulunuz.

31
Yamt: | =, =, 1.
i (3.2.1)
z+1

—1
7.2)AI|§t|m1a xT =y=—; dogrusunun, A (1,1,1) noktasina en yakin oldugu

noktasinin koordinatlar: bulunuz.

19 5 1
Yamt: (—, 2,2 ).
ant (9’9’9)
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Bir A Noktasinin, Diizlem Uzerindeki Dik izdiisiim Noktasmin
Koordinatlar:

Bir A noktasinin, verilen bir diizlem tizerindeki izdiisiim noktas1 denilince, diizlem
tizerindeki A noktasina en yakin olan bir H noktasi anlasilir. AH dogrusu, izdiisiim alinan
dogruya dik, yani diizlemin normaline paraleldir. Bu anafikir kullanilarak, bir noktanin
bir diizlem iizerine dik izdiisiim noktas1 kolayca elde edilebilir. Ayrica, izdiisiim vektorii
kullanilarak da H noktas1 bulunabilir.

Buna gore, izdiigiim noktasini iki ana yontemle elde etmek miimkiindiir.
Birinci Yontem : Sekilden de takip edilecegi gibi,
—_— =
i) AH || N olmalidir.
ii) H iizerine izdiisiim alindig1 diizlem denklemini saglar.
Bu iki bilgi kullanilarak, H noktas1 kolayca bulunabilir.

Bu yontemi, su sekilde de uygulayabiliriz. A noktasindan gegen ve dogrultusu u = N
olan, dogrunun denklemi bulunur. Bu dogru ile diizlemin kesigimi istenen noktadir.

Ornek 7.5 =+ y — 2z = 5 diizleminin, A (1,2, 3) noktasina en yakin koordinat-
larint bulunuz.

Coziim : Istenen nokta H (a, b, ¢) olsun. AH = (a —1,b— 2, ¢ — 3) vektori, diizlemin
normaline, yani N = (1,1, —2) vektoriine paralel oldugundan,

— = a—1 b—2 c¢—3

AH||N & T T =k
olmalidir. Buradan, H (a,b,¢) = H (k+1,k+2,—2k + 3) olur. H noktas: diizlem
denklemini saglayacagindan,

(k+1)+ (k+2)—2(-2k+3) =5

7 10 1
3733

4
esitliginden, k = 3 olur. O halde, H = ( ) elde edilir.

248-254 aras:1 sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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Bir noktanin, bir dogruya gore simetrigi olan nokta

R™ uzayinda verilen bir d dogrusunun dogrultu vektorii w
A d ve A noktasmin d dogrusuna gére simetrigi de A’ noktasi

—
olsun. Dogruya gore simetrinin saglanabilmesi igin, AA’
vektorii, dogrunun dogrultusuna dik olmali ve A ile A" niin
orta noktast dogru lizerinde bulunmalidir. Buna gére,

Al — WY .
n = AA’ olmak iizere,

hn L ue<u,n>=0°%
A+ A

i) H = 5
esitlikleri kullanilarak elde edilen denklemlerin ¢oziimii, bize A’ noktasini verir.

Bu yontemin yaninda, izdiisiim vektori kullanilarak da simetri noktas: bulunabilir. Bununla
ilgili Teorem 7.3 ve Teorem 7.4 asagida verilmistir.

Ornek 7.10 A (1, 2, 3) noktasimin x = y = z dogrusuna gore simetrigi olan nok-
tamin koordinatlarint bulunuz. (2013 - OABT)

Coziim : Dogrunun dogrultmani W = (1,1,1)’dir. A noktasimin simetrigi olan noktay1
da A’ (a,b, c) ile gosterelim. Buna gore, m = AA = (a—1,b—2,¢— 3) olur.

i) (U, 1) = 0 esitliginden, a + b + ¢ = 6 olur.

A+ A (a+1 b+2 c+3

i) H == 2 T2 2
malidir. Buradan,

) noktasi x = y = z dogru denklemini sagla-

a+1l b+2 c+3
2 2 2
diyelim. ¢ = 2k — 1, b = 2k — 2 ve ¢ = 2k — 3 esitlikleri, a + b + ¢ = 6 esitliginde
yazilirsa, 6k = 12 esitliginden & = 2 olur ki, buradan A’ (3,2, 1) elde edilir.

=k

Ornek 7.11 A (1, 2) noktasinin y = 3x — 2 dogrusuna gore simetrigi olan nok-
tamin koordinatlarint bulunuz.

Coziim : Dogrunun dogrultusunun W = (1, 3) oldugu kolayca goriilebilir. A’ (a,b) olsun.
——
n = AA" = (a — 1,b — 2) olur. Buna gbre,

i) (U, 1) = O esitliginden,a — 14+ 3b — 6 = 0 = a + 3b = 7 olur.

8  Diizlemde, i¢ ¢arpimi kullanmak yerine, d dogrusunun egimiyle, AA’ dogrusunun egiminin ¢arpiminin —1

olmasi gerektigi kullanilabilir.
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A+A" (a+1 b+2
2 2 2

malidir. Buradan, b = 3a — 3 elde edilir. Sonug olarak,

a+3b=T7ve b=3a—-3

i) H =

noktast y = 3z — 2 dogru denklemini sagla-

] 0o

9
esitliklerindena = —, b = E olur. Yani, A’ (8/5,9/5)’tir.

-1
7.6)All§t|rma R? uzayinda A(1,1,1) noktasimn e 5 =Y =7 dogrusuna gore

simetrigi olan noktanin koordinatlarini bulunuz.

Yanit : [t
"\3"3’3 )"

*Teorem Herhangi bir A noktasinin, dogrultusu U olan ve P noktasindan gegen
bir dogruya gore simetrigi olan noktanin koordinatlar

(7 )

ﬁﬁ)—i—QP—A

A =2

ile bulunur.

Kanit : Vektorlerde toplama iglemine gore,
—_ — —_— — 1—
PA'=PH+ HA = PH + §AA’

seklinde ifade edebiliriz. PH vektorii, PA vektoriiniin, u vek-
torti lizerine dik izdiigiimii oldugundan,

PH = <ﬁ>7ﬁ’> u
—
PA W
A —-P = <<H>H>>>ﬁ’+%(A’—A),
(Pi.5)
A = 2<W ) U+2P-A
elde edilir. [ |

Simdi iistteki drnekleri bu teoremi kullanarak yapalim.
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Ornek7.12 A (1, 2, 3) noktasmin x = y = z dogrusuna gore simetrigi olan nok-
tamin koordinatlarini bulunuz.

Coziim : U = (1,1,1), P(0,0,0) olduundan,
<p—>,ﬁ
A = 2ﬁﬁ)+2P7A
<u7 u>
_ o0(1,2,3),(1,1,1)) B
- 2<<171,1),(17171)> (1,1,1) +2(0,0,0) — (1,2,3) = (3,2, 1)

elde edilir.

Ornek 7.13  R* uzayinda A (1,1,1, 3) noktasinin

r—1 w—1
= =z =
2 v 2

dog-rusuna gore simetrigi olan noktanin koordinatlarini bulunuz.

Coziim : U = (2,1,1,2), P(1,0,0,1) olduundan,
((0,1,1,2),(2,1,1,2))
((2,1,1,2),(2,1,1,2))

(1T 117
N 5555

A = 2 (2,1,1,2) +2(1,0,0,1) — (1,1,1,3)

elde edilir.

z—1 w—1

7.7)AI|§t|m1a R* uzayinda A (1,0, 1,0) noktasinin =y=z=

gore simetrigi olan noktanin koordinatlarini bulunuz.

3 1 6 8
Y =t it I
amt (5, 5 5,5)

dogrusuna

7.8)All§t|rma A (1,2) noktasimin y = 3z — 2 dogrusuna gore simetrigi olan noktanin
koordinatlarimi bulunuz.

Yanit : §,2 .
55
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Diizlemde Bir Noktanin Bir Dogruya Gore Simetrigi

Yukaridaki formiiller yardimiyla, n boyutlu uzayda bir noktanin bir dogruya gore simetrigi
bulunabilir. Asagidaki teorem ise, diizlemde gegerli olan 6zel bir durumdur.

*Teorem Diizlemde bir A (z,yo) noktasimn, ax + by + ¢ = 0 dogrusuna gore,

simetrigi :
2 (azxo + byo + ¢)
A= (93073/0) - a2 + b2 (a’ﬂ b)
dir.
Kamt :

az + by + ¢ = 0 dogrusunun dogrultman vektorii : W = (b, —a) vektoriidiir. Bu vektore
dik olan vektorii T = (a, b) ile gosterelim. P noktasi, az + by + ¢ = 0 dogrusu iizerinde
— —

bir nokta olmak iizere, HA vektorii, PA vektoriniin 1 vektorii iizerine dik izdiisim
vektoriidiir. Buna gore,
PA, >
N

—

(W, )

5

=l

. N

yazilabilir. AA’ = 2AH oldugundan,

(PAw (P4,

ﬁﬁ) A% AI = A — 2 —
(m,m) (m,

elde edilir. ax + by + ¢ = 0 lizerindeki P noktasi, P (z1, y1) olsun.

|

)
)

A —A=-2

sl s

—
PA = (x9g—x1,y0 —y1) veaxy +by; + ¢ =0

oldugundan,
azo + byo — (az1 + by1)
A = (wo,y0) — 2 pE— (a,b)
2 (azxo + byo + ¢)
= (3307 yO) - a2 + b2 (CL, b)

bulunur. | |
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Ornek 7.14 A (1, 2) noktasinin y = 3x — 2 dogrusuna gore simetrigi olan nok-
tamin koordinatlarini bulunuz.

Coéziim : 3x — y — 2 = 0 dogru denkleminde, a = 3 ve b = —1°dir. Buna gore,
2(3-1-2-2) 89
A=012)-=22— = “iE3 1)=(-,=
(1,2) ——3,-1) (5,5>

elde edilir.

Ornek 7.15  Diizlemde herhangi bir A (o, yo) noktasimin, y = x dogrusuna gore

simetrigi olan noktanin, A’ (y,, ©,) oldugunu gosteriniz.

Coziim : Teorem kullanilirsa,

2 (zo — yo)

2 (L_l) = (yo,xo)

A= (mo, yo) -
elde edilir.

7.9)AI|§t|m1a A (1,1) noktasimin, y = x + 2 dogrusuna gore simetrigi olan noktanin
koordinatlarini bulunuz.

2(1—-1+2)

Yamit: (1,1) — 5

(17 _1) = (_173) :

7.1@AI|§t|rma Diizlemde herhangi bir A (xo,yo) noktastmin, y = mx + n dogrusuna
gore simetrigi olan noktanin, koordinatlarini bulunuz.

Ornek 7.16 A (t,t — 1) noktasimin y = 2x + 1 dogrusuna gore simetrigi olan nok-
tanmin koordinatlarint bulunuz.

Coéziim : 2z — y + 1 = 0 dogru denkleminde, @ = 2 ve b = —1°dir. Buna gore,
22-t—-(t—-1)+1 t— t—1
A= (1) - 2 -1+ )(27_1):(_8 7_>

5 5 5
elde edilir. Buradan, A noktasi aslinda, y = x — 1 dogrusunu ifade etmektedir. A’ noktasi

ise,

5 1
t=5xr+8= Yyt

S Tr—y4+11=0

dogrusunu ifade etmektedir. Bu soruda, aslinda y = x — 1 dogrusunun, y = 2z + 1
dogrusuna gore simetrigi bulunmus oldu.
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Bir Dogrunun Bir Dogruya Gore Simetrigi

Bir d dogrusunun, bir £ dogrusuna goére simetrigi d’ dogrusu olsun. d’ dogrusunun
denklemini bulmak i¢in, d dogrusu tizerindeki herhangi bir nokta parametrik olarak yazilir.
Bu noktanin, ¢ dogrusuna gére simetrigi bulunarak, d’ dogrusu tizerindeki bu noktayi ifade
eden dogru, parametre yok edilerek bulunur.

Ayrica, bir dogrunun simetrigi olan bir dogru i¢in, asagidakilere de dikkat ediniz.

1. d dogrusu, £ dogrusu ile bir K noktasinda kesisiyorsa, d’ dogrusu da bu kesisme
noktasindan ge¢mesi gerekir.

2. d dogrusu lizerindeki, herhangi bir P noktasmm, £ dogrusuna gore simetrigi P’
noktasi ise, P’ noktasi da d’ dogrusunun denklemini saglamalidir.

3. ¢ dogrusu, d ve d’ dogrusunun agiortay dogrusudur.

4. Diizlemde, d’ dogrusunun denklemi : d + k¢ = 0 dogru ailelerinin i¢inden bir
dogrudur.

Ornek7.17 y=2x—1 dogrusunun, y = x + 1 dogrusuna gore simetrigini bu-

Coziim : y = 2z — 1 dogrusu lizerindeki bir nokta, parametrik olarak A (¢,2¢ — 1)
seklinde yazilabilir. Simdi, A’ (a,b) noktasinin koordinatlarini bulahm. y = x + 1
dogrusunun dogrultman1 @ = (1, 1) oldugundan,
DAA L (L) e (a—tb—2t+1) L (L) atb=3t—-1 ()
olacaktir. Diger yandan, (A + A’) /2 noktasi, y = x + 1 dogrusu iizerinde olacagindan,
LO+20—1  a+t

ii) 5 = +1=a—-b=t—-3 ()

olacaktir. Buna gore, (%) ve (xx) esitliklerinden,
a=2t—2veb=t+1

elde edilir. A’ noktasmnin parametrik koordinatim z = 2t — 2, y = ¢ + 1 bulduk. O halde
istenen dogrunun denklemi :

2 -1
x—2|— :yT:tveyafoerZL:O

seklinde buluruz.
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Ornek 7.18 Uzayda

gore simetrigini bulunuz.

z—1
= y = z dogrusunun, x — 1 = g

z o
=3 dogrusuna

Coziim : xT = y = z dogrusu lizerindeki bir noktay1 parametrik olarak, A (2t + 1,¢,t)
seklinde yazabiliriz. Bu noktanin, z — 1 = % = g dogrusuna gore simetrigini parametrik
olarak bulacagiz. W = (1,2, 2)dir. Simetrik nokta A’ (a, b, c) olmak iizere,

A4 1 (1,2,2) & (a—26—1,0—te—1) L (1,2,2) & a+2b+2c=6t+1(x)

/

olacaktir. Diger yandan, noktasi, x — 1 = % = % dogrusu lizerinde olacagindan,
a+2t+1 b+t c+t

ii — 1 = = = ]{

ii) 5 1 1 ()

olacaktir. Buna gore, (x) ve (xx) esitliklerinden,
2(k+1)—2t—1+2(4k—t)+2(4k—t) =6t —1

olur ve buradan,

6t —1

9

W 7T—6t 15t —4 15t —4
9 7 9 7 9
olur ki, simetri dogrusunun denklemi :
9r -7 9y+4 9z +4
-6 15 15

k

bulunur. Yani,

bulunur.

Diizlemde Bir Dogrunun Bir Dogruya Gore Simetrigi

Diizlemde, bir dogrunun baska dogruy gore simetrigini, dogru ailesi ve dogrularin
egimlerinden elde edecegimiz esitlikler yardimiyla bulabiliriz. Bu yontemi, en genel
sekilde asagidaki teoremle verelim.

*Teorem Diizlemde, dy : a1z + b1y + c¢1 = 0 dogrusunun, £ : asx+boy+c2 =0
dogrusuna gore simetrigi,
(alag + b1 b2)

b =2
a1x + 01y + 1 252

(agx + bay + ¢2)

dogrusudur.
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d12211X+b y+01=0

v £ rapxthoyter=0

Kanit : Simetri dogrusu, a1z + b1y + ¢1 = 0 ve asx + bay + co = 0 dogrularinin
arakesitinden gecen,

(amrx+ b1y +c1) +k(az+boy+c2) =0

formunda bir dogrudur. Bu dogrunun egiminin,

a + agk *
myg = ————
27 by + bok )
oldugunu biliyoruz. Diger taraftan, simetri dogrusu agiortay dogrusu oldugundan,
—aq ag
tan o = mi -y b1 bo _ azby — aibo
1+mimy 1+ G102 biba + ajas
b1bo
—as
— —-m
_omp—mz by 2 —as —mobs
tana = = Oy =
14+ momy 1—my2 by — moas
)
acilarmin esitliginden,
a2b1 - albg - —ag — meQ
biby + ajas o by — maas

olur ki, buradan,
alag - albg + 2a2b1b2

a%bl — 2@1(12()2 — blb%

mo =

elde edilir. Buradan, (x) esitligi gozoniine alinirsa,
—a1 — ask . Cl1a,% — albg + 2a2b1bs
b1 + bak o a%bl — 2a1a2by — blb%

esitliginden,
-2 (a1a2 + blbg)
(a3 +b3)

bulunur. [ |

k:
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Ornek7.19 3z +2y=>5 dogrusunun y — x = 2 dogrusuna gore simetriginin denk-
lemini bulunuz. (OABT 2016)

Coziim : 1. Yol. 3z + 2y — 5 =0ve z — y + 2 = 0 dogrularina gore, a; = 3, by = 2,
as = 1 ve b, = —1’dir. O halde,
(araz + b1bo)

b =2
(zthy+a) =277

(agz + bay + c2)

formiilii kullanilirsa,
3—-2
2y —5=2-—— - (x — 2)=x— 2
3x4+2y—5 1+1(x y+2)=z—y+

esitliginden, simetri dogrusu : 2z + 3y — 7 = 0 elde edilir.
2. Yol. Simetri dogrusunun denklemi :

Bx+2y—5)+k(y—x—-2)=0 *)
formundadir. k’y1 bulmak i¢in, simetri dogrusu iizerinde, kesisim noktasindan farkli bir
nokta bulmak yeterlidir. 3z + 2y = 5 dogrusu tizerindeki bir nokta alalim. Kolaylik i¢in,

P (1, 1) noktasi alinabilir. Bu noktanin y = x + 2 dogrusuna gore simetrigi olan P’ (a, b)

noktasini bulalim.
i)(1,1)Jr(a,b)_ a+1 b+1
2 N 2 7 2

) noktasi, y = x + 2 denklemini saglar. Buradan,
b—a=14
elde edilir.
.e g/ e - . — o
ii) PP’ vektori, y = x + 2 dogrusuna dik olmalidir. W = (1, 1) oldugundan,
PPlde@-D+0b-1)=0=atb=2

olacaktir. Bu iki denklemden, b = 3 ve ¢ = —1, yani P (—1, 3) bulunur. Bu nokta (x)
esitligini saglamalidir. Buna gore,

(-34+6—-5)+k(B3+1-2)=0
esitliginden, k = 1 ve (3z + 2y — 5) + (y — z — 2) = 2z 4 3y — 7 = 0 elde edilir.

. . ) o
3. Yol. Dogrunun parametrik denklemi x = 2t ve y = —3t + 5 almabilir. Bu noktanin,

simetrigini
2 (axo + byo + ¢)
A= (93073/0) - a2 + b2 (a’ﬂ b)
esitliginden,
5
2 (215 — (—St + —> + +2)
A = 2t—3t+§ — 2 (1,-1) = l—31&2t+2
? 2 2 Y 2 i

—-1/2 -2

bulunur. Buradan, t = z 3/ _ esitliginden, 2x 4+ 3y — 7 = 0 dogrusu elde

edilir.
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7.11)A||§t|rma x + 2y = 1 dogrusunun x + y = 1 dogrusuna gére simetrigi olan
dogrunun denklemini bulunuz.

Yamt: 224+ y —2 =0.

Bir Noktanin Bir Diizleme Gore Simetrigi

Bir A noktasinin bir w diizlemine gore simet-
B rigi denilince, iki kosul saglanmalidir.
T“ L ATA

N
T :
IZ, IE' saglamalidir.

= H noktas1 diizlem denklemini

— — —
2. AA’ // N paralelligi vardir. AA’ vektorii

- —
diizleme dik olmalidir. Yani, AA" = AN
saglanmalidir.

Ornek 720 A (1,2, 3) noktasimin x + y + z = 0 diizlemine gore simetrigi olan
noktanin koordinatlarint bulunuz. (2013 OABT)

Coziim : A’ (a, b, ¢) oldugunu kabul edelim.

A+ A 1 642 3 ..
i)H = ; = <a—;— , ; ,C; )nokta31x+y+z:Odenklemm1 saglar. O
halde,
a+1l b+2 c+3
5 5 5 =0=a+b+c=-6
olur.

ii) H /! ﬁ olmalidir. Buna gore, N) = (1,1,1) oldugundan,
a—1 b-2 c¢—3
11
olmalidir. Buna gore, (k + 1) + (k + 2) + (k + 3) = —6 esitliginden, k¥ = —4 olur. Buna
gore, A’ (—3,—2,—1) bulunur.

=k

Ornek 721 A (1,2, 3) noktasimin = + y + z = 5 diizlemine gore simetrigi olan
noktanmin koordinatlarint bulunuz.

Coziim : A’nin simetrigi olan noktanmn koordinatlar1 A’ (a, b, ¢) olsun.

A+ A . 1 b+2 3 .
i) il diizlem denklemini saglar. 2 ;r + ; + < J2r =b5isea+b+c=4olur
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-1 —
ii)AAf?//N):(1,1,1)iseCL1 =g = 13:kolur.Buradan,

(k+1)+(k:+2)+(k+3):4:>k:—2/3:>A’<%,§,§>

bulunur.

*Teorem Bir A noktasimin, normali ﬁ olan ve P noktasindan gegen bir w diiz-
lemine gore simetrigi olan noktanin koordinatlar:

N

—

Al=A+2 N

ile bulunur.
Kamt : Vektorlerde toplama islemine gore,
) A ﬁ —; — —} — —
PA"=PA+ AA"= PA+2AH
— —
seklinde ifade edebiliriz. AH vektori, AP

2
& vektoriiniin, N vektorii iizerine dik izdigimi
2| oldugundan,
pé H

w R
" AH = WN yazilabilir. Buradan,
— — — —
A’PAP+2<<ﬁP—§>>ﬁ:>A’A+2<<ﬁP—§>>ﬁ
elde edilir. ]

Ornek 722 A (1,2, 3) noktasmin x + y + z = 5 diizlemine gore simetrigi olan
noktamn koordinatlarini bulunuz.

Coziim : Diizlemin normali N = (1,1,1) vektoriidir. Diizlem tizerindeki bir nokta
—
P (1,2,2) alinabilir. Buna gére, AP = (0,0, —1) oldugundan,

e e e SURNCEE)

bulunur.

7.12)AI|§t|rma A(1,2,3) noktasimin x + 2y — z = 5 diizlemine gore simetrigi olan
noktanin koordinatlarini bulunuz.

Yamt : (2,4,2).
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7.13)A||§t|rma A (1,2,3) noktasimin x + 3y + 2z = 5 diizlemine gore simetrigi olan
noktanin koordinatlarint bulunuz.

Yamt : (1/7,—-10/7,5/7) .

Bir Dogrunun Bir Diizleme Gore Simetrigi

Dogru iizerindeki aliman herhangi bir parametrik noktanin, diizleme goére simetrigi
olan nokta bulunarak, simetri dogrusu kolayca elde edilebilir.

z—1

Ornek 7.23  Uzayda
rigini bulunuz.

= y = zdogrusunun, r + z = 1 diizlemine gore simet-

Coziim : Dogru tizerindeki herhangi bir noktay1 parametrik olarak,
A2t +1,t,t)

bigiminde yazabiliriz. Simdi, A’ simetri noktasini belirleyelim. Klasik yolla belirleyebili-
—

riz. Fakat, Teorem 7.6’y1 kullanalim. N = (1,0, 1) ve P (1,0, 0) alalm.

—

AP = (—2t,—t,—t) oldugundan,

<HD N)

) = —4t
(N.N)

elde edilir. O halde simetri dogrusu :

A =A4A+2

t=1—-ax=y==z

olarak bulunur.

7.1@AI|§tm'na Uzayda g = y = z dogrusunun, x + y + z = 0 diizlemine gore

simetrigini bulunuz.

T Yy oz
Yamt: — == = —.
amit: o == = -

z—1 . U
7.15)AI|§t|rma Uzayda g = Y=2 dogrusunun, xoy diizlemine gére simetrigini
bulunuz.

z—1

Yamit: —— =y = —2z.
1 7 Y z
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Coziimlii Problemler

@PI‘Ob'em : A(1,2,3)noktastmin x + y + z = 5 diizlemine gére simetrigi olan
noktanin koordinatlart P (a, b, ¢) ise 3a + 6b + 9c¢ kactir?

- e A+ P
@ozum : P noktasi, A noktasinin diizleme gore simetrigi oldugundan, + diizlem

denklemini saglar. Buradan,
a+1+b+2+4+c+3
2
— =
olmasi gerekir. Diger yandan, AP || N = (1,1, 1) esitliginden, paralellik kullanilirsa
a—1 b—-2 c¢—3
111
olmalidir. (x) esitliginde yerine yazilirsa,

=5=a+btc=4 *)

=A

—2
AI+A+24 M43 =45 A=

olur ki, buradan P (a,b,c) = P (1/3,4/3,7/3) elde edilir. O halde,

1 4 7
3a+6b+9c=3->+6-=+9-==30
a+ 6b -+ 9c 3F6:3+9:3

bulunur.

@Problcm : (z—1)2 4 (y — 2)® = 4 ¢emberinin, y = 2x — 1 dogrusuna gore
simetrigi nedir?
(;’,ozum ¢ Cemberin merkezinin, yani M (1, 2) noktasinin simetrigini bulmak yeterlidir.
U = (1,2) dir. M’ (a,b) olsun.
—
MM = (a—1,b-2)
olur. Buna gore,
N — P qee
i) <u,MM’> = 0 esitliginden,a — 1 4+2b—4=0= a+ 2b = 5 olur.

M+M (a+1 b+2

—
i) 2 2 "2

>iseb+2—2(a+1)2:>b2a—2

olur.
Buradan, 5b = 8 = b = 8/5 ve a = 9/5 olacagindan, simetri cemberi,

-3y o'

bulunur.
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@PI‘Ob'em : A(1,2,3) noktas, % =y, z = 1 dogrusu iizerindeki hangi nok-
taya en yakindir?

eozum : Istenen nokta dogru iizerinde oldugundan, g =y = A, z = 1 ise, en yakin
noktanin koordinatlari

H 2\ M 1)

formundadir. AH = (2A — 1,A — 2,1 —3) vektori W = (2,1,0) dogrultmanina dik
oldugundan,

2@ -1)+(A=2)=0

esitliginden A = 4/5 olur. Buradan, en yakin nokta

8 4
H{-=,=-,1
<57 57 )
elde edilir.

Problcm : R* uzayinda A (1,1,1,3) noktasinin -

dogrusuna gore simetrigi olan noktanin koordinatlarint bulunuz.

w—1
2

=y=z=

eézﬁm : Dogrunun dogrultman 0 = (2,1,1,2)dir. A noktasinin simetrigi olan nokta
da, A’ (a,b, ¢, d) ise,

—
m=AA=(a—1,b—1,c—1,d—3)
olur. Buna gore
i) (W, ') = 0ise 2a + b+ ¢+ 2d = 10 olur.

A+ A 1 b+1 1d
i) H = + - (¢ a , i , €t , +3 noktasi dogrunun iizerinde olmali.
2 2 2 2 2
Buradan,
a+1 ] d+3 ]
2 :b—|—1:c—|—1: 2 )
2 2 2 2
diyelim.

a=4\+1, b=c=2 x—1ved=4\—1
olur. Bu esitlikleri,
2a+b+c+2d=10
denkleminde yazarsak, 20\ = 12 ve A = 3/5 olur. Buna gore A’ noktast :
17 117
Al —, ==, =
( 5’55’ 5)

elde edilir.
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rz—1 w—1

7.16)AI|§t|rma R* uzayinda A (1,1,1, 1) noktasinn =y=z=

suna gére simetrigi olan noktanin koordinatlarini bulunuz.

Yanit : 2,;3,;3,2 .
557 575H

dogru-

Problem: z = y, z = 1 dogrusunun, x + y + z = 1 diizlemine gire simet-
rigi nedir?

(}&Szﬁm : Dogru iizerindeki herhangi bir noktay1 parametrik olarak,

Al(t,t,1)
bigiminde yazabiliriz. Simdi, A’ (a, b, ¢) simetri noktasini belirleyelim.
A+ A
i) + diizlem denklemini saglamali. Buradan,
t+b+t 1
ettt ;— tet =l=a+b+c=1-2t
elde edilir.

— — —
i) N || AA’ ve N = (1,1, 1) oldugundan,
a—t b—t c—1

T 1

olmalidir. Buna gore,
A+ +A+t)+A+1)=1-2¢t

esitliginden,

— t 3—4t
bulunur. O halde, A’ (?, ER T) elde edilir. Yani, simetri dogrusu :
3z—3 -1
t=-3x=-3y = : Veyax:yzz4

elde edilir.

Problcm 2 (z —1)°4+y2+ (2 — 2)? = 4 kiiresinin yoz diizlemine gire simet-
rigi nedir?
eozum : Kiirenin merkezi, M (1,0, 2)’dir ve yoz diizlemine gore simetrigi :
M/ (_la 07 2)
oldugundan, kiirenin simetrigi : (z 4+ 1)* + 32 + (z — 2)* = 4 olur.
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z
@Problem ! x =y = z dogrusunun, x = % =3 dogrusuna gore simetrigi
nedir?

(j&iziim ¢ Dogru tizerindeki herhangi bir nokta A (¢, ¢, ¢)’dir. Simetri noktas1 A’ (z,y, 2)
olmak tlizere,

AA LW =(1,2,3)
olmasi gerektiginden,
(x—=t)+2(y—t)+3(z—t)=x+2y+32=06t *

/

elde edilir. Diger yandan, noktast x = % = % denklemini saglamalidir. Yani,

T4+t y+t a4t
2 4 6
esitliginden, () gozoniine alimirsa,
(2k —t)+2(4k —t) + 3 (6k — t) = 6t

=k

olmalidir. Buradan, k£ = %t bulunur.

r=—=t y:§t Z:Et
’ 77 7
olacagindan, simetri dogrusu
t:i:i:iveyaw:i:i
=1/7 5/7 11/7 -5 11

olur.

Problem ¢ Diizlemde denklemleri k : y = 2x + 4 ve d : y = x olan dogrular

veriliyor. k dogrusunun d dogrusuna gire simetrigi olan dogrunun denklemini bu-
lunuz. (OABT IO - 2013)

Coziim : 22 — y + 4 = 0 ve x — y = 0 dogrularina gore,
a1=2,b1 :—1,a2:1VCb2:—1
olacaktir. O halde,

bib
(g +biy+c) = 27(6“(12 + bibs)

b
252 (azx + bay + c2)
formiilii kullanilirsa,
241
Qo—y+4)=2- 150 —y) =32 -3y

esitliginden, simetri dogrusu : —x + 2y + 4 = 0 elde edilir.
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Problem : y = x2 egrisinin y = x + 1 dogrusuna gore simetrigi olan egrinin
denklemini bulunuz.

@isziim +y = 22 egrisini, A (t, t2) parametrik denklemiyle verebiliriz. Simetri egrisinin
parametrik denklemi : B (a,b) olsun.

)AB LW = (1,1) oldugundan, (a —t) + (b— t*) =0 ise

a+b=t+1t> (*)
olur.
A+B . b+ 12 ¢ .
ii) + noktasi, dogru iizerinde oldugundan, z = a—2|— + 1 esitliginden,
b—a=2—t>+t¢ (%)
olur.

Buna gore, (x) ve (x%) esitliklerinden,
b=t+1lvea=1t>—1
bulunur. B (t2 - 1,t+ 1) egrisinin kartezyen denklemi, z = (y — 1)2 — 1 elde edilir.
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Boliim Sonu Tekrar Testi 1IZDUSUM - SIMETRI)
z—1 z—1
= y =
en yakin noktadir?

919 11 1 11 10 1 10
A <?v?’?> B) (3’5’3) O (E’E’E)
727 2 2
D) (-, =, = E)(=,2
(121)  w(220)

2. =+ y+ 2z = 5 diizleminin, A (1,1, 1) noktasina en yakin oldugu koordinatlari
bulunuz.

774 114 19 19 1
A= =3 B)(=.-,= —, =,z
)<6’6’3> )<6’6’3) C)<14’14’7>

117

dogrusu tizerindeki hangi nokta, disindaki A (1, 1, 1) noktasina

3. A(1,1,1) noktasinin g =y = % dogrusuna gore simetrigi olan noktanin
koordinatlarini bulunuz.

111 11 2 2 727
= - = B[22 -2 -
9°9"9 )(7’7’3> © (9’9’9)
10 1 10 13 6 13
D) (—, —, — E)(—, -, —
)(9’18’9) )(9’9’9)

4. A(1,1,1) noktasinin x + 3y + 2z = 5 diizlemine gére simetrigi olan noktanin
koordinatlarini bulunuz.

635 2 4 2 115
A)(=,2,2 B) (2,22 ==, =
(322) w(323)  o(3#3)

727 645
D) (- = = E)(=, =2
)<9’9’9> )<7’7’7)

5. Uzayda A (—2,3,3) noktasinin zy diizlemine gore simetrigi B noktasi ve B
noktasimnin orjine gore simetrigi C' noktasi olarak belirleniyor. C' noktasinin
koordinatlar1 agagidakilerden hangisidir? (OABT 10 - 2013)

A)(2,-3,3) B)(—2,-3,3) ©)(2,3,-3) D)(—-2,-3,-3) E)(2,3,3)

6. Uzayda A(1,2,3) noktasinin, x = y = z dogrusuna gore simetrigi olan noktanin
koordinatlar1 asagidakilerden hangisidir? (OABT - 2013)
A)(3,2,1)  B)(L,2,4) ©)(3,52) D)(2,43) E)(54,3)

271-339 aras1 sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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Ornek 9.53 a) a(t) = (2sect,3tant) hiperboliiniin odaginin dogrultmana olan
uzakhgin bulunuz.

b) a(t) = (2sin t, 3 cos t) elipsinin odagimin dogrultmana olan uzakligini bulunuz.
¢) a(t) = (14 2sint,2 + cost) elipsinin odagmin dogrultmana uzakhigint bu-
lunuz.

Coziim : a) Bu hiperbol denklemine gore, a = 2 ve b = 3’tiir. Odagin dogrultmana
uzakhign p = c + g oldugundan, e ve c’yi bulalim. ¢ = a? + b? ise ¢ = V13 ve
e

V1 V1
e=2<= vis oldugundan, p = ¢ — 4 A olarak bulunur.
a 2 e 13
b) Bu elipste, a = 2 ve b = 3’tiir. Asal eksen y eksenidir. b*> = a? + % ise, ¢ = /5
5 b 44/5
ve e = “’den e = % olur. O halde, Odagin dogrultmana uzakligr p = — — ¢ = T\/—
e

bulunur.

(z —1)*

1 +(y —2)* = lelipsidirvea = 2 ve b = 1°dir. a2 = b2+¢2

¢) Verilen denklem,

ise, c = V3vee = c/a’dan e = ? olur. O halde, Odagin dogrultmana uzakligi

p= 4 c= —3 bulunur.
e 3

Koniklerin Kutupsal Denklemi

'y
Simdi herhangi bir konigin denklemini, konigin bir

odak noktasini kutup noktasi, = eksenini de kutup
dogrusu alarak ve dogrultmanina uzakligimi kulla-
narak kutupsal koordinatlarda ifade edecegiz. Konik
tizerindeki herhangi bir nokta S olsun. S nok-
tasinin F' odagma uzakligma r diyelim. 6 agis1 da,
[SF]’nin « ekseni ile, yani kutup dogrusuyla yap-
t1g1 ag1 olsun. Boylece, F' kutup noktasi olmak
tizere, S noktasinin kutupsal koordinatlart S (r, §)
olur. Koniklerde, konik iizerindeki bir noktanin odaga uzakliginin, dogrultmana uzak-
ligina oraninit dis merkezlik olarak adlandirmus, e ile gostermis ve e € (0, 1) ise konigin
elips, e > 1 ise hiperbol ve e = 1 ise parabol oldugunu belirtmistik. Simdi

|SF|

e =

|ST|
oldugunu kullanarak konik denklemini ifade edelim. Sekilden takip edilirse,

|SF|=1r ve |ST|=p+rcos

T

A

olacaktir.
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Buna gore,
|SH| T
W -7 p+rcosd
esitliginden,
ep
"TIC ecosf

elde edilir. Bu denklem, e sayisina bagli olarak elips, hiperbol veya parabol denklemi
olacaktir. e = 1 alinirsa,
- _r
1—cosf
parabol denklemi elde edilir.

12
5 —3cos0
b) Bu konigin odaginin dogrultmana uzakligini bulunuz,.

Ornek 9.54 r = hangi konigin denklemidir?

¢) Kutupsal koordinatlardaki denklemde kutup, bir odak noktasi ise, bu konigin kartezyen
denklemini bulunuz.

Coéziim : Kutupsal koordinatlarda konik denklemini

. ep B 12/5
~ l—ecosf 1—(3/5)cosh
ile ifade etmistik. Buna gore, e = 3/5 < 1 oldugundan, verilen denklem bir elips

denklemidir.

b) Bu denklemdeki p sayisinin odagin dogrultmana uzakligi oldugunu belirtmistik, dolayi-
styla ep = 12/5 esitliginden, p = 4 bulunur.

¢) Kartezyen denklemi bulabilmek i¢in a ve b’yi belirlemeliyiz. Bunun igin,

_a _b2_4_12 . ¢ 3
e €= c 1 3 vee= a 5
bagintilarini kullanacagiz. ¢ = 3k ve a = 5k yazilirsa, b = 12k olur. a? = b2 + ¢

bagintisindan,
25k% = 9k + 12k

olur ve k = 3/4 bulunur. O halde,

1
az%vebziﬂ

elde edilir. O halde elipsin kartezyen denklemi
1622 92

225 9

elde edilir.

340 - 358 aras sayfalar goriintiilenmemektedir.
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Noktanin Orjin Etrafinda Dondiiriilmesi

Diizlemde verilen bir P (x,y) noktasimin, orjin etrafinda 6 agis1 kadar dondiiriilme-
sine, P noktasmin donme hareketi (doniisiimii) denir. Ornegin, P (2,0) noktasini, saat
yoniiniin tersine 90° dondiiriirsek, P’ (0,2) noktasi elde edilir. Donme déniisiimiinde,
noktanin orjine uzaklig1 degismez. Herhangi bir P (z, y) noktasim orjin etrafinda, 6 agisi
kadar dondiiren doniisiimii:

Ry :R? - R?

ile gosterecegiz. $imdi, § ve P (z,y)’ye bagh olarak R} doniisimiini bulalim.

i?Teorem Diizlemde verilen bir P (x,y) noktasim, orjin etrafinda 6 agisi kadar,
saat yoniiniin tersine dondiiriiren dénme doniigtimii

Ry (z,y) = (xcos® — ysinb, xsinf + ycos b)
ile ifade edilir.

Kamit. P (x,y), noktasinin orjine uzakhigi r f
—

P(x,y)

ve OP vektoriinliin  ekseniyle yaptig1 ag1 «
olsun. Bu durumda,

Tr=rcosq, Yy=rsina

yazilabilir. Noktanin dondiiriildiikten sonraki
koordinatlar1 P’(x',y’) olmak tizere, P'(x',y’)
—_—

noktasimin da orjine uzakligi r’dir. OP’ vek-
torliniin « ekseniyle yaptig1 ac1 3 ise,

' =rcosfB, y =rsing

yazilabilir. P’den P’ noktasina § = (8 — «) agis1 kadar donme hareketi yapilmustir. Buna
gore, 8 = 0 + « olacaktir.

' =rcosfB=rcos(f+ a) (rcosa)cosf — (rsina)sinf
= xcosf —ysinf
ve
y =rsinf=rsin(@+a) = (rcosa)sinf+ (rsina)cosf
= xsinf 4+ ycosf
oldugundan,
{ 2/ =xcosh —ysind
y =xsinf + ycosb
elde edilir. Boylece,
Ry (x,y) = (zcosf —ysinb, xsin 6 + y cos 0)

bulunur. [ |
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Bu esitligi matrislerle,

—

@\ H\

| E—
Il

nl x
& { y }
_ cosf —sinf T
o sinf  cos6 Yy
bi¢iminde yazabiliriz. Buradaki,

sinf  cos@

" cosf —sind
n =

matrisine noktanin dénmesini gosteren, donme matrisi denir. Bu matris bir ortogonal
matristir. Bu matrisin tersi

_ cosf) sin6
(Ry) " = { ]

—sinf cosf

matrisidir. (Rg)_1 matrisi de, —0 agis1 kadar donmeyi ifade eder. Yani, bu matris diiz-
lemde bir noktay1, orjin etrafinda saat yoniine 6 agis1 kadar dondiirdir.

Sonu¢ : Noktanin dondiiriilmesini ifade eden bir donme doniisiimiinde, donme yonii
belirtilmemisse, saat yoniiniin tersine dénme islemi yapilir. Bu durumda, Ry doniisiimi,

Ry (z,y) = (xcosf —ysinh,xzsinb + ycosh)
n _ ' | | cosf® —sind %
Ry (z,y) = [y' ]—{sme cos ] [y]
seklinde ifade edilir. Eger, donme saat yoniinde olursa,
Ry (z,y) = (xcosh+ysinh, —xsinf + ycosbh)
n B ' | | cos® sinf 5
RZg(z,y) = {y’ ]{—sin@ COSQ] [y]
bigiminde ifade edilir.

Ornek 10.9 P(3,v/3) noktast 60° dondiiriiliirse yeni koordinatlart ne olur?

Coziim : Donme yonii belirtilmediginden, donmeyi saat yoniiniin tersine yapacagiz.
n | cos60° —sin60° 3| 0
Ry (3, V3) = [ sin 60°  cos 60° V31T | 2v3
elde edilir. O halde, donme sonrasinda yeni koordinatlar
P (0, 2\/5)

olur.
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Ornek 10.10 P(1,3) noktast 90° saat yoniine dondiiriiliirse, koordinatlart ne olur?

Coziim : Donme yonii saat yoniine oldugundan,

. B cos90°  sin90° 1
R_goo (1a3) - |: —sin90° cos90° :| |: 3 :|

Rl

elde edilir.

= 3
Ornek 10.11 P(2,3) noktas: 0=arccosg agisi kadar saat yoniine dondiiriiliirse yeni

koordinatlari ne olur?
Coziim : Donme saat yoniinde oldugundan,
n | cosf sinf x
R_e(x,y)—{ —sin@ cosﬁ] [y]
e . 3. 4
esitligini kullanacagiz. § = arccos v ise cos 0 = 3

. 3/5  4/5
Ry (2,3) = { —z{/s 3?5 ]

ulunur. alde, , ulunur.
bulunur. O halde, P’ (18/5,1/5) bul

ve sin § = — olacagindan,

[2]-[4%]

Ornek 10.12 P noktasimin 150° dondiiriildiikten sonraki koordinatlary P’(—4,2/3)
olduguna gore, P noktasinin koordinatlarini bulunuz,.

Coéziim : Donme yonii belirtilmediginden, dénmeyi saat yoniiniin tersine diisiinecegiz.

Bu kez,
[z ] [ cos® —sind z |
Ly | | sin® cosf y |

esitliginde, =, y’ degerlerini biliyoruz ve x, y degerlerini bulacagiz.

-4 1 [ cosl50° —sin150° | [ =
23 | | sinl150° cos150° || y
z ] [ cos150° sin150° | [ —4
y | T | —sin150° cos150° | | 2v/3
[ 3v3 }
o -1

oldugundan, P(3/3, —1) bulunur.
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Ornek 10.13 y = 2z dogrusu, saat yoniine 45° dondiiriiliirse denklemi ne olur?

Coéziim : Donme saat yoniine oldugu i¢in,
' | | cos45°  sin45° x
y | | —sin45° cos45° Y
esitligini kullanacagiz. Bu esitlige gore, x ve y’yi bu- -2 2 4
lalim.
x| _| cos45° —sin45° x’ :Q -y 4
Yy sin45°  cos 45° y 2 | 2+
oldugundan,

V2

y=2x:>7(x'+y’)

2?(’—1/)

esitliginden, ' = z’ /3 dogrusu elde edilir.
2. Yol : y = 2x dogrusunu parametrik olarak P (¢,2t) seklinde yazabiliriz. Buna gore,

' | | cos4b®  sin4b° t | Q 3t
v | T | —sind5® cos4s° || 2 | 2 | ¢
3v2 V2 z’

oldugundan, 2’ = Tt vey = Tt esitliginden, 3’ = 3 bulunur.

10.7)All§t|rma y = 4 — 3v/2 dogrusu 45° dondiiriiliirse denklemi ne olur?
Yanit : 3y =6 — 5z.

Ornek 10.14 x2—y? = 4 hiperbolii 45° dondiiriiliirse denklemi ne olur?

Coziim : Bir 6nceki 6rnekteki gibi,  ve y yerine,
x _ cos45°  sin45° x’
Yy - —sin45°  cos45° y
_ V2 (@ +y)
2 | (=2'+y)
esitlikliklerini yazacagiz. Buna gore,

1 1
5 () =5 () =4

denklemi diizenlenirse, 'y’ = 2 denklemi elde edilir. O halde, z2 — 32 = 4 hiperboliiniin
45° dondiirtildiikten sonraki denklemi z’y’ = 2 denklemidir.
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Ornek 10.15  22—3zy + y? = 1/2 egrisi 45° dondiiriiliirse denklemi ne olur? Bu
hangi koniktir? Bu konigin dondiiriilmeden onceki odaklarinin koordinatlarini bu-
lunuz.

Coziim : x ve y yerine,

x| | cos4b®  sind5° A @ (@ +9)
y | | —sin45° cos45° vy | 2 | (=2 +9)

esitlikliklerini yazacagiz. Buna gore, yerine yazilip diizenlenirse,

1 / 72 1 ’ / / / 1 / n2 _ 5 2 1 N2 _ 1
S @+ y)? =3 S () () + 5 (e ) = S - 5 = 5
esitliginden,
(@) e
_ =1
/5 )
hiperbolii bulunur. Bu hiperboliin odaklar1, 2’0y’ ne gore ¢ = a®> + > =1/5+1=6/5
esitliginden,
Fll (\/6/\/570) ve F2/ (7\/6/\/570)
elde edilir.

Simdi, odaklarin ger¢ek koordinatlarini bulalim.

MR

esitliginde, yerine yazarsak, —

s V21 L [VEVE] [ VIE/5 -
= — =

-1 1 0 —V15/5
ve benzer sekilde, F (—\/ﬁ /5,+/15/ 5) elde edilir.
22 — 3wy + y? = 1/2 hiperboliiniin grafigi ve odaklart
sekilde gosterilmistir.

10.@AI|§t|rma P(2V/3, 6) noktast 30° dondiiriiliirse yeni koordinatlart ne olur?
Yamit :(0, 4/3).

10.9)A|I§tll’ma P(3,5) noktast § = arcsin g agisi kadar saat yoniine dondiiriiliirse yeni
koordinatlart ne olur?
Yamt : (27/5,11/5).

10.1@ Alistrma Bir P noktas: 120° dondiiriildiikten sonraki koordinatlart P'(4+/3, 6)
olduguna gére, P noktasinin koordinatlarini bulunuz.

Yamt : (v/3,-9).
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10.11)AI|§t|rma 2?2 + y? + zy = 2 egrisi 45° dondiiriiliirse denklemi ne olur?
Bu hangi koniktir? Bu konigin dondiiriilmeden onceki odaklarinin koordinatlarini bu-
lunuz.

@), )

Yanit :
ani 1 173

= 1, Elips, F1(2v/3/3, —2v/3/3) ve F1(—2v/3/3,2V/3/3).

10.12) Alistirma xy = 3 egrisi 45° dondiiriiliirse denklemi ne olur?
Yamt : 4?2 — 22 = 6.

*Teorem Dénme doniisiimii, uzunlugu, aciyr ve alani korur.

Kanit : P (z1,y1) ve Q (x2, y2) noktalar: arasindaki uzunlugun

PQl = /(22— 01)* + (92 — 1)
oldugunu biliyoruz. Ry, 6 a¢is1 kadar donmeyi ifade etmek tizere,
P’ =Ry (P) = ((cos0) 1 — (sinf) y1, (cos 0) y1 + (sinh) x1)
Q' = Ry (Q) = ((cos0) z3 — (sin ) ya, (cos 0) ya + (sin ) z2)

noktalart arasindaki uzaklig1 hesaplayalim.

|P'Q'| = \/(0059 (zo—21) — sinf (y2—y1))> + (cos O (y2—y1) + sin 0 (za—21))*
PQ| = (w2 —21) + (g2 — 1)
P'Q = [PQ

elde edilir. O halde, donme doniisiimii uzakligi degistirmez.

ii) Simdi de, donme doniisiimiiniin agilar degistirmedigini
gorelim. y = mix+ny ve y = mox+ny dogrularint goz d' 5
. 1
Oniine alalim. Bunlar arasindaki a1, d,
d!

mi; —m 2N
tanf) = —+ "2

14+ mime

bagimntistyla bulunabilir. Simdi, bu dogrularmn 6 agis1 kadar ~X
d / \

dondiiriilmesi durumunda, dogrular arasindaki agiy1 bu-
lalim. Dogrularin, 6 agis1 kadar déndiiriilmesi durumunda

(x = (cosh) z' + (sinf)y’ ve y = (cosf)y’ — (sinf)x’)
doniistimii yapilarak, dogru denklemleri sirasiyla,

y=myx +ny ise, (cos)y’ — (sinf)ax’ =my ((cos@) 2’ + (sin ) y') + nq;
y = mox + ny ise, (cosl)y — (sinf)z’ = mgy ((cosh)z’ + (sinh)y’) + no

olur.
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Bu dogrularin egimleri de sirasiyla,
mq cosf + sin 6 me cos 0 + sin 6

cos — mysin6 cos — mgsind
bulunur. Buna gore,
mycosf +sinf mocosl +sinf

g — cos) —mysinf cosf —msosingd M1 — My

tan 1+m1c080+sin9m20089+sin9 T 14+ myme

cos — mqsinf cosf — my sin 6

elde edilir. Boylece, donme doniisiimiiniin, ac¢iy1 da degistirmedigi goriiliir.

iii) Son olarak, alanin da degismeyecegini gorelim. P ve
@ noktalari ile dogrusal olmayacak sekilde bir T (z3, y3)
noktasi verilsin. Bu durumda P, @, T ile olusturulan {ig-

genin alani.
1 1 Y 1
Alan (PQT) = 3| 22 2 1
I3 1

Ys

ile bulunur. P, @), T’nin 6 agist kadar dondiiriildiikten son-
raki koordinatlari, P, Q' ve T" olsun.

Ry (2, y}) = ((cos 0) x; — (sin ) y;, (cos 0) y; + (sin ) z;)

oldugundan,

1 zoy 1

Alan (P'Q'T) = 3 xh yh 1

s yh 1

3 Y3

1 (cos@) z1— (sinf)y; (cosh)yi+ (sinf)z; 1
= 3 (cos @) xzo— (sinf) ya (cosh) ya+ (sinf)zy 1
(cosB) z3— (sinf)ys (cosh)ys—+ (sinf)zg 1

esitliginde determinant 6zellikleri kullanilirsa,

1T m 1 cosf sinf O
Alan (P'Q'T) = 5| 72 v 1 || —sinf cosf 0
r3 Y3 1 0 0 1
1 1 Y 1
= 5| %2 W 1 | = Alan (PQT)
3 Yz 1

oldugu goriiliir. [ |



Analitik Geometri ve C6ziimlii Problemler - Mustafa Ozdemir (ORNEKTIR)

366 Analitik Geometri

Eksenlerin Orjin Etrafinda Dondiiriilmesi

Simdi verilen bir koordinat sisteminin, eksenlerinin baslangi¢c noktasi etrafinda saat
yoniiniin tersine 6 agis1 kadar dondiiriilmesi durumunda, eski ve yeni koordinat sisteminde
bir noktanin koordinatlar1 arasindaki bagintilari bulacagiz. zoy dik koordinat sistemi veril-
sin. Bu koordinat sisteminin, saat yoniiniin tersine, baslangic noktasi etrafinda 6 agisi
kadar eksenleri dondiiriilmesiyle elde edilen koordinat sistemi 2’0y’ olsun. Bu durumda,
herhangi bir noktanin koordinatlari nasil degisir, ya da bir egrinin denklemi yeni koordinat
sisteminde nasil ifade edilir. Bu kisimda bunlarin yanitlarini arayacagiz.

*Teorem xoy dik koordinat sisteminde bir P (x1, y1) noktasi verilsin. Eksenlerin
baslangi¢ noktasi etrafinda 0 agist kadar, saat yoniiniin tersine dondiiriiriilmesi duru-
munda, P (x1,y1) noktasimin, yeni koordinat sistemindeki koordinatlarim veren donme
doniigiimii,

Ry (z1,y1) = (21 cos 0 + y1 sin @, —z1 sin 0 + y1 cos 0)
ile ifade edilir.

Kamt. Bir P noktasinin koordinatlarmi,
xoy sisteminde P (z1,y1) ile dondiriilerek
elde edilen z'oy’ koordinat sisteminde ise
P (2}, y}) ile gosterelim. Eksenlerin dondiiriil-
mesi durumunda P noktasimin orjine uzaklig
degismeyecektir. Bu uzakligi r ile gosterelim.
P noktasinin koordinatlarin1 zoy ve x’oy’ sis-
teminde sirasiyla,

x1 = rcos(a+0) vey, =rsin(a+0),
Ty = rcosavey; =rsina
ile gosterebiliriz. Ilk esitliklerde trigonometrik agilimlar1 kullamrsak,

1 =17rcosacosf —rsinasinf
y1 = rsinacosf + 1 cos asin

olur. Burada, ikinci esitlikler kullanilirsa,
x1 =z} cosh — yjsind T cosf) —sinf x)
o 0+ o si veya =1 . ]
y1 = yj cos+ ) sind Y1 sinf  cosf Y1
esitligi elde edilir. Son matris esitliginden de,
xy | | cosf sind x1
¥y | | —sinf cosf U1
yazilabilir. Eksen doniisimii sonrasi, noktanin koordinatlarini veren donme doniistimii

Ry (z1,y1) = (z1 cos 0 + y1 sin @, —z1 sin 0 + y; cos )

bi¢iminde bulunur.
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Buna gore, koordinat eksenlerinin # acisi kadar saat yoniiniin tersine dondiiriilmesi duru-
munda, yeni nokta ile eski noktanin koordinatlar1 arasindaki bagintilari,

Ry : R?2-R?
Ry (z,y) = (2',y') = (xcosf+ ysinh, —zsinf + ycosh)
x’ cosf  sind x
Ry (z,y) = [y/ ]_[—sinﬁ cos@] [y]

donme doniisiimii ile elde edebiliriz. Eksen donmesinin 6 agis1 kadar saat yoniine dogru
yapilmasi demek, eksenlerin saat yoniiniin tersine —6 agisi kadar donme anlamina gele-
cektir. Dondiirme yonii belirtilmemis ise, yon saat yoniiniin tersine anlagilacaktir. |

Eksenlerin dondiiriilmesi hareketi, noktanin dondiiriilme isleminin tam tersi bir hare-
kettir. Yani, eksenler 8 agis1 kadar donerken, nokta, sanki geriye dogru 6 agisi kadar
doniiyormus gibi davranir. Bu tipki, hareketsiz bir arabanin i¢inde bulunan bir kisinin,
yan tarafinda ileri dogru hareket eden arabay1 goriince, geriye dogru hareket ettigini zan-
netmesi gibidir. Bu nedenle, noktaya gore donmeyi ifade eden donme matrisiyle, koordi-
nat eksenlerinin donmesini ifade eden donme matrisi birbirlerinin tersidir.

Ornek 10.16 P (0, 2) noktasinin, eksenlerin 60° dindiiriilmesi durumunda koordi-
natlart ne olur?

Coziim : Bu noktamin koordinatlarmmn (1/3,1) oldugu, gizilerek gériilebilir. Bunun

yaninda,
x’ _ cos60°  sin60° x
y o —sin60° cos60° Yy
_ /2 V3270
T —VB/2 1)2 2

esitliginden de, Rgo- (0,2) = (v/3, 1) olarak bulunabilir,

Ornek 10.17  z2 —y? = 4 hiperboliiniin eksenlerin 45° déndiiriilmesi durumundaki
denklemi ne olur?

Coziim : Denklemde

o)=Ly e - [ B

yazilirsa,
(V2@ —9) /2)" — (VE( +y) /2)" =4

esitliginden, z'y’ = —2 elde edilir.
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Ornek 10.18 x oy dik koordinat sisteminde verilen P (x, y) noktasinin, eksenlerin
6 = arctan (1/3) kadar saat yéniiniin tersine dondiiriilmesi durumundaki koordinat-
lar (2 v10,v/ 10) olduguna gore, P noktastnin koordinatlarint bulunuz.

Coziim : = arctan 1/3 ise tan# = 1/3, sinf = 1/+/10 ve cos§ = 3/+/10 olacaktir.
Eksen donmesi s6z konusu oldugundan,

)= L ]
] - [5% ml[0]
esitligini kullanacagiz. Buna gore, P (x,y) noktasi,
) [4E S ) 12

Ornek 10.19 =y = 3 hiperboliiniin eksenlerin 45° dondiiriilmesi durumundaki denk-
lemi ne olur?

Coziim : Denklemde
x| [ (cosds®)a’ — (sind5°)y' | [ vV2(2' —¥')/2
y | | (cos45°)y’ + (sind5°) 2’ | — | V2(a' +y') /2
2 2
yazilirsa, > (' =) % (2’ +y') = 3 esitliginden 22 — y'? = 6 bulunur.
10.13)AI|§t|rma P (5,10) noktasimin, eksenlerin 6 = arccosg kadar dondiiriilmesi

durumunda, yeni koordinat sisteminde koordinatlart ne olur?
Yamt : (11,2).

10.14) Alistirma 22 + y? + xy = 2 egrisinin eksenlerin 45° dondiiriilmesi durumunda,
veni koordinatlara gore denklemi ne olur?

Yamt : 3(z')? + (v/)? = 4.

10.15)A|I§tll'ma y = = + 2v/3 dogrusunun eksenlerin 60° dondiiriilmesi durumunda
egimi ne olur?

1-v3

143

Yamit : m =
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Bir Noktanin Baska Bir Nokta Etrafinda Dondiiriilmesi

Diizlemde verilen herhangi bir P (z,y) noktasini, bir @ (2, yo) noktas: etrafinda, 6
agis1 kadar dondiiren doniigiimii:

RéQ:RQ—HRQ

ile gosterelim. Simdi, 0 ve P (x,y)’ye bagl olarak RQQ doniisimiinii bulalim. Dénme, @
noktasi etrafinda oldugundan, donme sonucunda elde edilen noktanin ) noktasina uzakligi
degismez.

A P

A
4

v

Bu dénme hareketinde dondiiriilen, @5 vektoriidiir. Bu durumda () noktasi orjin gibi
—

kabul edilir. Fakat, donme sonucunda elde edilen vektor ise, Q. P’ vektorii olacaktir. Buna
gore,

. .
QP =Ry-QP
esitligi yazilabilir. Yani,
' —x9 | | cosf —sind T — To
v —yo | | sinf cosf Y — Yo

esitliginden, dondiiriilen noktanin koordinatlart bulunabilir.

Ornek 10.20 P (3,7) noktasimin, Q(1,1) noktast etrafinda saat yéniiniin tersine
45° dondiiriiliirse hangi nokta elde edilir?

Coziim : Dénme noktast @ (1, 1) oldugundan,

' =11 [ cosds® —sind5° |[3-17 [ —-2v2

y —1 | | sin45°  cos4b°® T—-1 || 4V2
esitliginden, 2/ = 1 — 2v/2 ve ¢/ = 1 + 4v/2 olur. Yani, P’ (1- 2v2,1 + 4\/5) elde
edilir.

3
10.16)All§t|rma A (5,10) noktasimin, B (3,1) noktast etrafinda § = arccos = kadar
dondiiriilmesi durumunda koordinatlar: ne olur?
Yamt : (—3,8).
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Bir Dogrunun, Bir Noktas1 Etrafinda Dondiiriilmesi

Diizlemde herhangi bir dogrunun, iizerindeki bir P noktas1 etrafinda dondiiriilmesi duru-
mundaki denklemini bulmak i¢in asagidaki adimlar izlenir.

1. Dogrunun u dogrultman vektoriiniin donme sonucundaki u’ vektorii bulunur. Bu
donme sonucunda elde edilecek olan dogrunun dogrultmani olacaktir. Yani, donme hareke-
tinin, dogrultmani nasil degistirdigi 6nemlidir.

2. Dogrunun iizerinde bulunan ve etrafinda dondiigii P noktasi sabit oldugundan, donme
sonucunda elde edilen dogru da P noktasindan gegecektir. Bu nokta dogrunun ¢ivilendigi
nokta gibi disiiniilebilir.

3. P noktasi ve U dogrultmani bilinen dogru denklemi kolayca elde edilir.

A

=1}

A

v

e

v

Ornek 10.21 3y + © = 4dogrusu, P (1, 1) noktast etrafinda, arctan?2 agist kadar
saat yoniiniin tersine dondiiriiliirse, denklemi ne olur?

. 1 . 2 . . -
Coziim : 0 = arctan 2 ise cos = — ve sin# = — tiir. Nokta donmesi s6z konusu

V5 V5

| | cosf —sinb T

y | | sinf cosf Yy
déniisiimii kullanilmalidir. 3y-+2 = 4 dogrusunun dogrultmani U = (3, —1) oldugundan,
dogrunun dondiiriildiikten sonraki dogrultmani

sl LA sl

esitliginden, W’ = (1,1) almabilir. O halde, dondiiriilen dogru P (1, 1) noktasindan
gegeceginden,

oldugundan,

z—1 y—1

1 1

esitliginden, y = x elde edilir.



Analitik Geometri ve C6ziimlii Problemler - Mustafa Ozdemir (ORNEKTIR)

KOORDINAT DONUSUMLERI 371

Afin Doniisiim

QTanim A tersinir bir kare matris olmak iizere, f (&) = AZ + b formundaki doniigiim-

lere Afin déniisiim denir. Diizlemde bir afin déniisiim, A = [a;;],, , tersinir bir matris ve

b= (b1, b2) olmak iizere, & = (z1, z2) i¢in,
. L7 ail a2 1 by
Z)=AZ+ b= +
1@ {am a22}{$2] [52}
seklinde tammlanir. f (£) = ¥ ise, A~! taniml oldugundan
AZ+b=§=AZ=5—b=F=A""(§—b)
esitliginden, 7 vektorii verilmis ise, & vektdrii de bulunabilir. Yani, f~! de tammlidir ve

bir afin doniisiimiin tersi de bir afin doniisiimdiir. Oteleme ve dénme déniisiimleri birer
0zel afin dontisiimlerdir. Gergekten,

Tu(Z)=1Z+1
Oteleme donlsiimiinde, A = I birim matrisi tersinir bir matristir ve b = 4 dteleme
vektoriidiir. Ry (£) = R¥ donme doniistimiinde,
cosf) —sinf
R [ in }

sinf cos@

matrisi tersinir bir matristir ve donme doniisiimii de bir afin doniistimdiir.

*Teorem Afin déniisiimlerin bileskesi de afin doniisiimdiir.

Kamt : f (%) = AZ + @ ve g (&) = BZ + b iki afin doniisiim olsun. Buna gore,
(9o 1)@ = g(f@)

= B(AZ+3d)+b

= (BA)Z+ (B@+b)

olacaktir. A ve B matrisleri tersinir oldugundan, B A matrisi de tersinirdir. O halde, g o f
doniistimii de bir afin dontigiimdyir. |

% Afin doniigiimler, genel olarak uzakhgi korumazlar. Fakat, asagidaki teoremde ifade
ettigimiz gibi, dogru parcalarin uzunluklar arasindaki oram korurlar.

*Teorem (@) =AZ+ b bir afin doniisiim olsun. f doniisiimii,
a) dogrular dogrulara gotiiriir.
b) paralel dogrulari paralel dogrulara gotiiriir.

c) Iki paralel dogru parcasi arasindaki orani korur.

372-374 aras1 sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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Problem ¢ A(10,5) noktasy, 0 agist kadar saat yoniiniin tersine dondiiriiliirse
B (5, 10) noktas: elde ediliyor. Buna gore tan 0 degeri kactir?

@&'Sziim ¢ Nokta donmesi i¢in,

| |cosf —sinf| |«
y | |sinf cosf Yy
esitligini kullanacagiz.

5 1_ cosf) —sinf 10| _ 10cosf — 5sin 6
10 sinf  cos@ 5 5cosf + 10sin 6
olmalidir. Buradan,

10cosf — 5sinf =5
5cosf@ 4+ 10sinf = 10

e 4 3 3
esitliklerinden, cos 6 = = ve sinf = = olur. tanf = 1 olur.

—
Problem ¢ Diizlemde A (1,1) ve P (3,4) noktalari veriliyor. AP vektorii, A

noktasimin etrafinda saat yoniiniin tersine 90° dondiiriiliirse AN vektorii elde ediliyor.
Buna gore N noktasinin koordinatlarinin toplami kactir? (OABT 2014)

s oo —_ —_—
(jozum ! N (a,b) olsun. AN = Ry(AP) esitliginden,
a—1 | | cos90° —sin90° 3—1 1] | =3
b—1 | | sin90° cos90° 4-11 | 2

olur. Buna gore, a = —2 ve b = 3 olur. N = (—2, 3) bulunur.

Problem : zoy dik koordinat sistemi T (z,y) = (z’,y') = (z — 1,y — 1)

doniisiimii altinda otelenerek x' oy’ koordinat sistemi elde ediliyor. xoy dik koordi-
nat sisteminde denklemi x? +y*> —2x — 2y — 1 = 0 olan egrinin =’ oy’ koordinat
sistemindeki denklemi nedir? (OABT - 2014)

(}ézﬁm tz=2'+1vey =1y + 1 oldugundan,

@+ + @ +1)—2@+1) -2/ +1)—1 = 0
@)+ @) -3 = 0

bulunur.
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Problem ¢y = 2x — 1 dogrusu 45° déndiiriiliirse denklemi ne olur?

@is:ﬁm ¢ Dénme agis1, saat yoniiniin tersine oldugundan,
' | | cos45° —sin45° x
y | | sin45°  cos45° y
yazilabilir. Fakat, bize x ve y degerleri gereklidir. O halde,
x| | cos4b®  sind5° A @ (@ +9)
y | | —sin45° cos45° vy | 2 | (=2 +Yy)

olacagindan, y = 2z — 1 denkleminde yerine yazilirsa,

2 arvyy =2 L@y -1

esitliginden, 3/ = —3z’ + /2 dogrusu elde edilir.

Problem : Diizlemde

T(z,y)=(z+ 3,y —2)
oteleme fonksiyonu ve O noktasi etrafinda saat yoniiniin tersi yonde 45°°lik C (x,y)
dondiirme fonksiyonu veriliyor. Buna gore, A(\/§ , —\/5) noktasinin

F=ToC
bileske doniisiimii altindaki goviintiisii hangi noktadw? (OABT - 2013)

@éziim : ¢ dondiirme fonksiyonu,

O = [ cos45° —sin45° } V2 { 1 -1 ]
B T2

sin45°  cos 45° 1

—_

oldugundan,
V21 -1 V2 2
cw=-31 7 ][ 2] -[7]

olur. O halde,

F = ToC(A)
= T(2,0)
= (2+43,0—2)
= (5,-2)

bulunur.
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Problem ¢ Dik koordinat diizleminde y = 3x dogrusu, orjin etafinda saat yonii-

niin tersine 7 /4 radyan diondiiriildiigiinde elde edilen dogrunun denklemini bulunuz.
(OABT - 2015)

§6ziim y = 3z dogrusunu P (¢, 3t) ile ifade edebiliriz. Dénme matrisi
B [ cos45°  — sin45° } V2 [ 1 -1 }

sin45°  cos45° 2|1 1
oldugundan,
V21 -1 t —V2t
R(A)_T[l 1 }{&}_[Qﬁt]
elde edilir. Buradan, y = —2z bulunur. .

PrOblem t y =3z + 1dogrusu A (0, 1) noktas: etrafinda 60° saat yoniinde
dondiiriiliirse denklemi ne olur?

Gozum ¢ Dogrunun dogrultmaninin dénme sonucunda ne olduguna bakalim.

U = (1,+/3)tiir. Buna gore, dogrunun déndiikten sonraki dogrultman vektorii :
—\ _ | cos60°  sin60° 1 ]2
R(4) = —sin60° cos60° ] [ \/3} o [ 0 ]
oldugundan, A (0, 1) noktasindan ge¢en bu dogrunun denklemi :
y=1

olur.
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Béliim Sonu Tekrar Testi (KOORDINAT DONUSUMLERI)

1. y = 3z — 2 dogrusu, x ekseninde 3 br ve y ekseninde 2 br 6telenirse egimi ne olur?
3
A)3 B) 2 O)4 D)5 E) 3

2. y =z vey = 2z + 3 dogrularinin her ikisi de, = ekseninde 3 br ve y ekseninde 2 br
oOtelenirse aralarindaki ag¢inin tanjanti ne olur?

1 1 4 3
A5 B) 3 0z D) E) 5

ol w

3. y = 3x — 2 dogrusu, x ekseninde 3 br ve y ekseninde 2 br 6telenirse denklemi ne
olur?
A)y=3x—-—2 B)y=3z—5 COy=3xz—4 D)y=3z—9 E)y=3x+6

4. y = 3z — 2 dogrusu, x ekseninde 3 br ve y ekseninde & br 6telendiginde, denklemi
degismiyorsa, k£ nedir?
A) —13 B) 13 C) —11 D)9 E) 11

5. Asagidakilerden hangisi 3 (z — 2)* + 4 (y — 1)* = 12 elipsinin bir odagidir?
A)(1,-2)  B(-L1) O(@21) D(=31) E31)

6. Asagidakilerden hangisi 3 (z + 1)> — (y — 1)> = 12 hiperboliiniin bir odagidir?
A)(1,-2) B(-1L1) O21) D(=31) EGI

7. oy koordinat sisteminde verilen y = 2z 4 3 dogrusunun x ekseninin 2 birim, y
ekseninin —1 birim &telenmesiyle elde edilen yeni koordinat sistemindeki denklemini
bulunuz.

A)y=2x+5 Byy=22x+3 QOy=2x+8 Dyy=2z+1 E)y=2x+6

8. Asagidakilerden hangisi 22 + 2x + 2y? — 4y — 1 = 0 koniginin bir odagidir.
A)(L1-v2) B)(vV2-11) O(v21) D) (V2+11) E)(v2-1)

9. Hangisi, odaklar1 (3,4) ve (3,6) olan ve (5,5) noktasindan gecen elipsin bir
dogrultmaninin denklemidir?
Ay=v5+5 By=2 Cy=9 Dyz=7 E)az=5
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10. P(2v/3,6) noktasi 30° dondiiriiliirse hangi nokta elde edilir?

A) (6,2v/3) B)(0,4v3) ©)(v3,0) D) (V3-1,1) E)(vV3+1,1)

11. P noktasi saat yoniine 45° dondiiriiliince (2\/5, \/5) noktasi elde ediliyor. Buna

gore, P noktasinin koordinatlarint bulunuz.
A)(2,v2)  B(0,3) ©O@B1)  DGB,-1)  E)(1,3)

3
12. P (5,10) noktast § = arcsin — kadar saat yoniine dondiiriiliirse, koordinatlart ne

olur?
D) (11,2) E) (—5,10)

A) (10,5) B) (0,3) C) (—2,11)

13. y = 3x dogrusu, saat yoniiniin tersine 45° dondiiriiliirse denklemi ne olur?
—° E)y =3z

T
Oy=5 D)Z/:T

B)y= -3
)y x 5

A)y=—2z

14. 22 4+ yx +y? — 2 = 0 egrisi 45° dondiiriiliirse denklemi ne olur?
A)32? +y> =4 B) 22 —3y% =4 C) 2% +3y? =4
D)322 —y? =4 E)zy=2

15. 22 + 2y +y? = 1 egrisinin, eksenlerin 45° dondiiriilmesi durumunda, yeni eksenlere

gore denklemi ne olur?
C)z?+3y2 =2

A)3z2 +y? =2 B) 22 -3y =2
D)322—y? =2 E)zy=2

16. P(2\/§7 4) noktasinin, eksenlerin 60° dondiiriilmesi durumundaki koordinatlar

C) (V3,-5) D)(-1,3v3) E)(3v3,1)

nedir?

A) (=5,—v3) B) (5,—3)

17. y = v/3z 4 2 dogrusunun, eksenlerin 60° saat yoniine dondiiriilmesi durumunda

) V3 D) -3 E) 2V/3

egimi ne olur?
A)0 B) —1

YANTITLAR : Kitapta

378-399 arasi sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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Bu béliimde, geometride en sik karsilasilan bazi temel egrileri ve ylizeyleri tanimla-
yarak, bunlarin denklemlerini inceleyecegiz.
Egrilerin ve Yiizeylerin Denklemleri

Egriler ve yiizeyler karsimiza genelde iki formda ¢ikar. Birincisi, asina oldugumuz
kartezyen denklemleri ile, digeri de parametreye bagli parametrik denklemleriyle. Cogu
zaman, parametrik denklemlerle islem yapmak daha kolaydir.

Egrilerin ve Yiizeylerin Kartezyen Denklemleri

QTanim Egrilerin ve yiizeylerin koordinat fonksiyonlarina bagl olarak yazilmig denk-
lemlerine kartezyen denklemleri denir.

Ornegin,
R? uzayinda y = 22 parabolii,
R? uzayinda z = x2 + y? paraboloidi gibi.

QTanm p (z,) = 0 esitligini saglayan (z,y) noktalarinin geometrik yerine R? uza-
yinda bir egri denir.

Ornegin,
F (z,y) = y — 2 = 0 egrisi, diizlemdeki parabol egrisidir.
F (z,y) = 2% + y? — 4 = 0, R? uzayinda bir gemberi,
F (z,y) = y — 22 — 3 = 0 denklemi de, R? uzayinda bir dogruyu ifade eder.

Tanim (x,y,2) = 0 esitligini saglayan (x,y, z) noktalarinin geometrik yerine de,
R3 uzayinda bir yiizey denir.

Omnegin, Az + By + Cz + D = 0 ile verilen diizlem,
F(z,y,z) =Az+By+Cz+D =0
esitligini saglayan (x, y, z) noktalarinin olusturdugu diiz bir yiizeydir.
F(z,y,2) =2 +y?+22-4=0
esitligini saglayan (z,y, z) noktalarinin olusturdugu yiizey ise 2 yarigaph kiire yiizeyidir.
F (z,y, z) = 0 denklemi, bazen
y=1[(z,2), 2= [(z,y) veyaz = [ (y,2)

formunda yazilabilir.
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% Verilen bir kartezyen denklemin hangi uzayda tanimlandigi cok énemlidir.
Ornegin,

2?24y =4
denklemini goz oniine alalim. Bu denklem, R? uzayinda sadece z ve y’ye bagl oldugun-

dan bir ¢cember belirtirken, ayn1 denklem, R? uzayinda, z, 3, 2’ye bagli oldugundan ve z
belirsiz oldugundan bir silindir yiizeyi belirtir. Yani,

F (z,y) = 2? + y?—4=0 yazih1 gemberi,
F(z,y,2) :x2+y274 yazilisi ise silindiri gosterir.

Silindir ytizeyini, ilerleyen kisimlarda daha detayh inceleyecegiz.

22 +y%= 4 denklemi, R? de gemberi, R? de silindiri gosterir
F (z,y,2) = 2% +y? — 4 denkleminde, z degeri belirtilirse, bu durumda R? uzaymda
bir egri elde edilir.
Ornegin, R3 uzayinda, xoy diizlemindeki 2 yarigapli bir cember denklemini,
2?2+’ =4,2=0
ile, yani F (x,7,0) = 22 + y*>—4 ile verebiliriz. Benzer diisiinceyle,
24y =4,2=1
denklemi, z = 1 diizlemindeki 2 yarigapli gemberi ifade eder.
R3 uzayinda sadece
2?2 +y? =4

yazilirsa, yani z degeri belirtilmeyerek bir degisken olarak birakilirsa, bu denklem ¢em-
bersel dik silindiri gosterecektir.

v

2=1 diizleminde x2+y?=4 ¢emberi y=3 diizleminde 2>+22=4 ¢emberi

ZA
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Egrilerin ve Yiizeylerin Parametrik Denklemleri

Egriler ve yiizeylerin parametrik gosterimleri arasindaki en 6nemli fark, egrileri sade-
ce 1 parametre ile gosterebilirken, yiizeyleri 2 parametre ile géstermemizdir. Bir yiizey
asla tek parametre ile gosterilemez. Egrileri genelde o, gibi harflerle gosterirken, para-
metre olarak da genelde ¢ veya s segilir. Yiizeyleri ise, ¢ ile gosterip, parametre olarak da
genel olarak u, v segecegiz.

Egriler Tek Parametreye Bagh Olarak Gosterilebilir.

Ornegin,
a(t) = (2cost,2sint)
egrisi R? uzayimdaki birim gemberdir ve bu cember ¢ parametresiyle gdsterilmistir.
B (t) = (2cost,3,2sint)
egrisi, R? uzayinda y = 3 diizlemindeki 2 yarigapli cemberi ifade eder.
v (t) = (t,2,%,3t* + 3)
esitligi de, R* uzayida bir egri belirtir. Tek parametre oldugundan, egri oldugunu bilebil-

iriz.

Yiizeyler iki Parametreye Bagh Olarak Gaosterilebilir.

Ornegin,
¢ (u,v) = (u,v,2u — 3v +4)
ile verilen parametrik denklem bir yiizey belirtir.

r=u,y=vvez=2xr—y+4

esitliginden, bu yiizeyin normali N = (2,—1,—1) olan 2z — y — z = —4 diizlemini
gosterdigi goriilebilir.

© (u,v) = (2sinu, 2 cosu, v)
ile verilen yiizey ise,

F(z,y,2)=a’4+y>—4=0
ile verilebilen silindir ylizeyidir. z = xy yine bir yiizeydir ve parametrik olarak,

o (u,v) = (u, v, uv)

seklinde yazilabilir.
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Ornek 12.1 Asagida kartezyen denklemleri verilen egrilerin parametrik denklemlerini
yaziniz,

a) ad
b) R? uzayinda y = x2+1 parabolii

-1
5 =y = z + 2 dogrusu
3 z*
¢) R® uzayinda © = 2 diizleminde verilen y? + 7= 1 elipsi,
d) R? uzayinda z = 1 diizleminde verilen birim ¢ember,
2
e R3 uzayinda y = 2 diizleminde verilen 2 — ZZ = 1 hiperbolii,

) R® uzayinda, x = 2 diizleminde verilen y = z* +2 parabolii.

Coziim : a) x = 2t+1, y = ¢t ve z = t—2 oldugundan, « (t)=(2t + 1, ¢, t — 2) yazilabilir.
b) z = ¢ denilirse, a (t) = (¢,t? + 1) olur.

¢) a(t) = (2,sint,2cost).

d) a(t) = (cost,sint, 1).

a(t) = (sect,2,2tant),

at)= (2,12 +2,t).

Ornek 12.2 Asagida parametrik denklemleri verilmis egrilerin, kartezyen denklem-
lerini bularak hangi egriler olduklarini yaziniz.
a)a(t)=(t,2t—1)

b)a(t) = (3t —2,2t,4t — 1)
¢)a(t)=(3cost,3sint)
d) o (t) = (3cost, 4sint)
e) a (t) = (2, 3cost, 3sint)

a (t) = (3cost, 3sint, 1)
g) a (t) = (3cost, 1, 2sint)
h) o (t) = (3tant, 2sect, 1)
Coziim : a) x = t, y = 2t — 1 oldugundan, R? de y = 22 — 1 dogrusu.

2 1
b) R3 uzaymnda rre_y_z+ dogrusu.
3 2 4
¢) R? de 22 + y2 = 9 cemberi.
2 2

d) z = 3cost, y = 4sint oldugundan, R? uzayinda, % +5= 1 elipsi.

e) x = 2 diizleminde, 32 + 22 = 9 ¢emberi.

f) z = 1 diizleminde, 22 + 32 = 9 ¢emberi.
2 2

g) y = 1 diizleminde, % + ZZ =1 elipsi.
¥
h) z = 1 diizleminde, T 9" 1 hiperbolii.

403-407 Arasi Sayfalar Bu Dokiimanda Gosterimemektedir.
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Kiirenin Parametrik Denklemi

Kiire iizerindeki bir P noktasinin koordinatlarini
uygun agilara u ve v diyerek bulalim. Acilar se-
kildeki gibi secersek,

z = (Rsinu)

y = (Rcosu) (sinv)

x = (Rcosu) (cosv)
yazilabilir. Buna gore, kiirenin parametrik denk-
lemini,

¢ (u,v)=(Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu)
olarak verebiliriz.
Benzer sekilde, u ve v agilarini uygun yerlerde segerek, kiireyi parametrik olarak,

¢ (u,v) = (Rsinucosv, Rsinusin, Rcosu),
¢ (u,v) = (Rcosusinv, Rcosucosv, Rsinu),
¢ (u,v) = (Rsinu,Rcosucosv, Rcosusinv),

ve bunlara benzer sekilde vermek miimkiindiir.

Ornek 12.10 Asagidaki kiire denklemlerini parametrik olarak yaziniz.

Coziim : a) ¢ (u,v) = (3cosucosv,3 cosusinv, 3sinu)

b) ¢ (u,v) = (1 + 2cosucosv,2+ 2cosusinv,3 + 2sinu) .

12.9)A|I§tll’ma Asagidakilerden hangileri
(=1 +y°+ (2 —3)" =4

kiiresinin bir parametrik gosterimi degildir.

A4) ¢ (u,v) = (2sinwucosv, 2sinusin v, 2 cos u)

B) ¢ (u,v) = (1 +2sinucos v, 2sinusinv, 3 + 2 cosu)

C) ¢ (u,v) = (14 2sinucosv, —2cosusinv, 3 + 2 cosu)
D) o (u,v) = (1 + 2cosu,2sinusinv, 3 + 2sinucosv)

E) ¢ (u,v) = (1 + 2sinusinv, 1 + 2sinwucosv, 3 + 2 cos u)
F) o (u,v) = (1+2cosusinv, —2cosucosv,3 + 2sinu)

Yanit : A), C) ve E) degildir.
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Kiire ve Dogru

Bir dogru ile kiire ya tegettir, ya iki noktada kesisirler, ya da kesismezler. Dogru ve kiire
denklemleri verildiginde, birbirlerine gore hangi durumda oldugu iki sekilde bulunabilir.
Kiire ve dogru denklemlerinin ortak ¢6ziimiinde elde edilen ikinci dereceden denklemin
diskiriminanti A > 0 ise iki noktada kesisirler, A = 0 ise tegettirler, A < 0 ise
kesigsmezler. Ya da, kiirenin merkezinin dogruya uzaklig1 hesaplanir. Bu uzaklig: ¢ ile
gosterelim. 7 yarigap olmak iizere,

i) ¢ < r ise kesigirler

ii) £ > r ise kesismezler

iii) £ = r ise tegettirler.

>

Bir kiire ile bir dogrunun kesisim noktasi, dogrunun parametrik degerleri kiire denk-
leminde yazilip, parametrenin kesisim noktasindaki degeri bulunarak belirlenebilir. M
kiirenin merkezi ve P’de kiire iizerindeki_‘pir nota olmak tizere, ]\7]_5 vektoriine, kiirenin P
noktasindaki normal vektorii denir ve N p ile gosterilir. Kiirenin herhangi bir P nok-
tasinda, kiireye teget olan dogrunun dogrultmani daima, kiirenin P noktasindaki N P
normaline diktir.

Ornek 1211 (z — 1) 442 +2% = 9 kiiresine iizerindeki P (2,2, 2) noktasinda
teget olan bir dogru yaziniz.

Coziim: Np = P— M = (2,2,2)—(1,0,0) = (1,2, 2) oldugundan, N p vektriine dik
herhangi bir vektorii dogrultman olarak alabiliriz. Buna gére, U = (4, —1, —1) alabiliriz.
Bu durumda, istenen sekildeki bir dogrunun denklemi :

rT—2 y—2 z2-2
4 -1 = -1

bulunur. Siz de, baska bir U vektorii alarak, baska bir teget dogru bulunuz.

m —1
Ornek 12.12 (z — 1)2 —|—y2 +22 =9 kiiresiyle r > = % = z dogrusunun

kesisme noktalarint bulunuz,.
Coziim : Kiire denkleminde, x = 2t 4+ 1, y = 2t ve z = ¢ yazalim. Buradan,
2t)° + (26 + 12 =9

esitliginden, =41 olur. Buna goére kesisme noktalar, K(3,2,1) ve K'(—1,—2,—1) bu-
lunur.
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Ornek 12.13 P (1,2,3) noktas, (z — 1)> +y? +22 = 52 kiiresinin icinde bir
noktadir. Bu nokta kiire iizerindeki hangi noktaya en yakindir?

Coziim : Kiirenin merkezi M olmak tizere, PM dogrusu-
nun, kiireyi kestigi noktalarmn biri P’ye en yakin, digeri
de en uzak noktadir. Bu noktalart K ve L ile gostere-
lim. M (1,0,0) oldugundan, PM dogrusunun denklemi,

x =1, Y — Z olur. Buna gore, bu dogrunun kiireyle

kesistigi noktalar1 bulalim.
(1—1)%+(2t)> + (3t)* = 52

esitliginden, ¢ = 42 olur. Yani, dogrunun kiireyle kesistigi noktalar (1, 4,6) ve (1, —4, —6)
noktalaridir. P noktasinin bu noktalara uzakliklarinin, sirasiyla

VO -1+ (4-2%+ (6-3)° = VI3

V=12 + (—4-2)° + (=6 -3 =313

oldugu goriilebilir. Yani, kiire iizerindeki noktalardan, P noktasina en yakin olan nokta
K (1,4,6) ve en uzak olan nokta da L (1, —4, —6) noktasidur.

-1
12.1@All§tlrma (z — 1)°+(y — 2)°+22 = 5 kiiresiyle z 5 = % = z+2 dogrusunun

kesisme noktalarint bulunuz.

Yamt : K (3,2,—1) ve K'(5/3,2/3,—5/3).

12.11)All§t|rma P (2,2,3) noktas;, (z —1)> + (y—1)° + (2 —1)* = g kiiresinin

disinda bir noktadir. Bu nokta, kiive iizerindeki hangi noktaya en uzaktir?

Yanit : (1/2,1/2,0).

Kiire Uzerindeki Cemberler : Kiire iizerinde bulunan, ¢ap,
kiirenin ¢apina esit olan ¢emberlere kiirenin biiyiik cemberleri
denir. Bunlar, kiire iizerinde elde edilebilecek en bilyiik gemberlerdir.
Capi, kiirenin ¢apindan kiiciik olan diger ¢gemberlere de, kiirenin
kiiciik cemberleri diyecegiz.
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Kiire ve Diizlem

Bir diizlem ile bir kiirenin birbirine gore durumunu 4 farkli durumda inceleyecegiz.
1. Diizlem ile kiire kesismez.

Bu durumda, kiirenin merkezinin diizleme uzaklig1 yarigaptan biiyiiktiir. Kiirenin, diiz-
leme en yakin ve en uzak noktalarinin koordinatlari, merkezden gegen ve dogrultusu diiz-
lemin normali olan dogrunun kiireyle kesisme noktalaridir.

2. Diizlem kiireye tegettir.

Bu durumda, kiirenin merkezinin diizleme uzaklig1 yarigapa esittir. Ayrica, kiire ile diiz-
lem denklemini ortak ¢oziimiinde elde edilecek ikinci dereceden denklemin diskriminanti
sifirdir. Bu ortak ¢oziimden teget noktasi da belirlenebilir.

3. Diizlem kiireyi bir kiiciik cember boyunca keser.

Bu durumda, kiirenin merkezinin diizleme uzaklig1 yarigaptan kiigiiktiir. Kiigiik gemberin
hangi diizlemde yer aldig1 bulunursa, bulunan diizlem ile kiirenin arakesitinden, ¢ember
denklemi de bulunabilir.

4. Diizlem kiireyi bir bilyiik cember boyunca keser.

Bu durumda, kiirenin merkezinin diizleme uzaklig: sifirdir. Yani, kiirenin merkezi diizlem
lizerindedir.

Ornek 12.14  Asagidaki diizlemlerin (x — 3)2 +y? +(z — 1)2 = 4 kiiresi ile du-
rumlarint inceleyiniz,.

gx—+2y—2z24+7=0 bHxr+2y—2z+5=0

dx+2y—2z=0 dx+2y—2z—1=0
Coziim : Kirenin merkezi M (3,0, 1) noktasidir. Kiirenin merkezinin diizlemlere uzak-
ligini,
0= ‘Axo + Byo + Cz + D|

VAT B2 1 C?
formiiliini kullanarak bulalim. R = 2 oldugu goz oniine alinirsa,
a) { = 8/3 > R oldugundan, diizlem kiirenin diginda,
b) / = 2 = R oldugundan, diizlem kiirenin diginda,
¢) £ = 1/3 < R oldugundan, diizlem ile kiirenin kesisimi bir kii¢iik gemberdir,
d) £ = 0 oldugundan, diizlem ile kiirenin kesisimi bir biiyiik ¢cemberdir.



Analitik Geometri ve C6ziimlii Problemler - Mustafa Ozdemir (ORNEKTIR)

412 Analitik Geometri

Ornek 12.15 (z—1)% + (y—1)% + (2—1)? =1 kiiresi ile, 2x+y—22z=d diizlemi
veriliyor.

a) Kiire ve diizlem birbirlerine teget ise d =7
b) Kiire ile diizlemin kesisimi bir biiyiik cember ise d =7

¢) d = 5 igin, kiire iizerindeki, diizleme en yakin ve en uzak olan noktalarin koordinat-
larini bulunuz,

Coziim : a) Kiirenin merkezi M (1, 1, 1) noktasidir. Merkezin diizleme uzaklig: :

_24+41-2-d] [1-d]

VAt 1+4 3

oldugundan, kiire ve diizlem birbirine teget ise, = = 1 olmasi gerektiginden,

|1 —d| =3=d=4veyad = —2 elde edilir.

b) Kiire ile diizlemin kesisiminin bir bilyiik gem-

ber olmasi igin, £ = 0 olmalidir. Buradan, d = 1

bulunur.

¢) d = 5 alinirsa, £ = 4/3 > 1 oldugundan, diiz-

lem kiireyi kesmez. Once, kiirenin merkezinden

gecen ve diizleme dik olan dogrunun denklemini
—

bulahm. W = N = (2,1,—2) oldugundan,

dogrunun denklemi :

14

A

x—1 y—1 —Z_l—t
2 1 -2
olur. Bu dogru ile kiirenin kesigim noktalarini
bulalim. Kiire denkleminde,

r=2t+1,y=t+1vez=-2t+1
yazarsak,
(2+1-1)°+(@t+1-1)°+(=2t+1-1)%> = 1
9% = 1

esitliginden, ¢ = +1/3 olur. Kesisim noktalarim K7, K5 ve bu noktalarin diizleme uzak-
liklarini da, ¢4, 5 ile gosterirsek,

t=1/3i¢in, K <§

41 —2/3—
ALY g D083 23 5] 1
3’3’3

vi+1+4

wil

Ve

t:—1/3igin,K2<1 2 5) ve ly = |2/3+2/3 —10/3 — 5] _ 7

333 Vitli+4a 3

olur. /1 < {5 oldugundan, K> kiirenin diizleme en uzak noktasi, K ise kiirenin diizleme
en yakin noktasidir.
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12.12)AI|§t|rma (2 — 1)+ (y — 2)°+ (2 — 1)* = 1 kiiresi ile, 2z +y—2z = d diizlemi
veriliyor.

a) Kiire ve diizlem birbirlerine teget ise d ="

b) Kiire ile diizlemin kesisimi bir biiyiik cember ise d =7

¢) d = 8 icin, kiire iizerindeki, diizleme en yakin ve en uzak olan noktalarin koordinatlarini
bulunuz.

Yamit : a) {—1,5} b)2¢) (5/3,7/3,1/3) en yakin ve (1/3,5/3,5/3) en uzak nokta.

Ornek 12.16 (x — 3)® +y%+ (z — 1) =9 kiiresinin iizerinde A (4,2,3), B (0,0,1)
ve C (2, 2, 3) noktalari veriliyor.

a) Bu noktalardan gecen cember parametrik denklemini bulunuz.

b) Bu cember biiyiik cember midir?

¢) Bu cemberin alanini hesaplayiniz.

Coziim : a) Oncelikle, A (4,2,3), B(0,0,1) ve C (2,2, 3) noktalarmin bulundugu diiz-
lemin denklemini bulalim.

r y z—1
4 2 3—-1|=42—4y—4=0
2 2 3-1

esitliginden, diizlem denklemi y = z—1 elde edilir. diizlem denklemiyle, kiirenin arakesiti
bize istenen gemberin denklemini verir. Buna gore,

(z—324(:z-1)°+(:z-17=9=(-3°+2(z-1)°=9,y=2—1
denklemi istenen cemberin denklemidir. (Burada, R? uzayinda déndiiriilmiis ve 6telenmis

bir ¢cember elde ettigimiz i¢in, standart diizlemsel ¢cember denklemi ¢ikmasi beklenmez.)
Simdi, bu ¢emberin parametrik denklemini bulalim.

(z-3)" (=1’

9 9/2 =
oldugundan, bu ¢emberin parametrik denklemi
r = 3+ 3cost
2
z = 1+ % sint
3V2 .
Yy = 5 sint

olacaktir.

b) Bulunan ¢emberin biiyiik gember olup olmadigini kontrol etmek i¢in, ¢gemberin iize-
rinde bulundugu y = z — 1 diizleminin, kiirenin merkezinden gegip ge¢medigini incele-
mek yeterlidir. Kiirenin merkezi M (3,0, 1) noktasi, diizlem denklemini sagladigindan,
bulunan ¢ember, biiyiik gemberdir. Dolayisiyla da yarigap kiirenin yarigapidir.

¢) Cember biiylik gember oldugundan yargapt R = 3 ve alani da 97 olur.
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Ornek 12.17 (x — 3)2+y2+ (z — 1)2 = 9 kiiresinin, © + y + z = 1 diizlemiyle
kesismesiyle olusan ¢emberin alanini bulunuz,.

Coziim : Kiirenin merkezinin, diizleme uzaklig :

340411
V3

olur. Kiirenin yarigapi 3 br oldugundan, diizlemin kiireyle kesismesiyle
olusan ¢emberin yarigapt :

¢ =3

N B

bulunur. O halde, arakesit gemberinin alan1 72 = 67 elde edilir.

Ornek 12.18 (z — 3)°+y%+ (z — 1)® = 9 kiiresinin A (4,2, 3) , B (0,0, 1) nok-
talarindan gecen ve alani 9w olan ¢emberin parametrik denklemini bulunuz.

Coziim : Alant 97 oldugundan, ¢emberin yarigapi kiirenin yarigapidir. O halde, iste-
nen ¢ember biiyiik cemberdir ve ¢cemberin bulundugu diizlem kiirenin merkezinden geger.
Buna gore, ¢emberin bulundugu diizlem

r—3 y z—1
4-3 2 3—-1|=6z2—-6y—6=0=>y=2-1
0-3 0 1-1
olur. Biiyiik gemberin denklemi de,
{@=3+y+ (-1 =9 n{y==2-1}
arakesit egrisidir.
(2—324 (-1 +(z-17=9

esitliginden,
(z-3)° (:-1)°
9 o =

bulunur. Bu egrinin parametrik denklemi ise,

r = 3+ 3cost

2
z = 1+ % sint
3 . 3 .

y = (1+ 5\/§smt) —-1= 5\/§smt

oldugundan,

3v?2 3
a(t)=(3+3cost, 1+ \2/_sint,§\/§sint)

biiyiik cemberi elde edilir.
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Ornek 12.19  (z—3)2+y%+ (2—1)° =9 kiiresinin A (4,2, 3) ve C (2, 2, 3) nokta-
larindan gecen biiyiik cemberin parametrik denklemini bulunuz. Bu ¢emberin alanini
hesaplaymniz.

Coziim : Bu kez iki nokta verilmis, fakat, biiyiik gember istenildiginden, ¢gemberin bu-
lundugu diizlem, kiirenin merkezinden yani M (3,0, 1) noktasindan da ge¢mesi gerekir.
Kisaca, aslinda yine 3 nokta verilmistir. Buna gore diizlem denklemi :

r—3 y z—-1

4-3 2 3—-1|=42—-4y—4=0

2-3 2 3-1

esitliginden,
z=y+1
olur. Buna gore, cemberin deklemi :
(=37 +2> =9 n{z=y+1}
arakesitidir. Parametrik denklemi de,

3 3
a(t) = <3+3cost,§\/§sint,l + 5\/5811175)

olur. Alani, biiyiik gember oldugundan 97 dir.

12.13)All§t|rma (z — 2)*+(y — 1)°+22 = 5 kiiresinin iizerinde A (2,1,3) , B (3,3,2)
ve C (—1,1,0) noktalarindan gegen cemberin alanini hesaplayniz.

Yamt : 27.

12.14)All§t|rma (z —2)* + 92 + 22 = 9 kiiresinin iizerinde A (2,0,3), B (3,2,2) ve
C (—1,0,0) noktalarmdan gegen ¢cemberin alanm hesaplayiniz.

9
Yamt : —.

12.15)All§t|rma (z — 1)+ %+ (z — 1)* = 9 kiiresinin A (2,2,3) ve C (0,2,3) nok-
talarindan gegen biiyiik cember denklemini bulunuz. Bu ¢emberin alanini hesaplaymniz.

Yamt:y=z—1, (x—1)° +2y% =9, Alan : 97.
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Bir Kiirenin Teget Diizleminin Bulunmasi

*Teorem (x —a)® + (y — b)* + (2 — ¢)* = R? kiiresine, iizerindeki
T (z0, Yo, 20) noktasinda gizilen teget diizlemin denklemi

(z —z0) (zo — a) + (y — yo) (yo — b) + (2 — 20) (20 —¢) =0
‘dir.

Kanit : Kiirenin merkezi M olmak iizere, MT" vektorii, diizleme diktir. Buna gore, diiz-
— —
lem {izerindeki degisken bir nokta X (z,y, z) olmak tizere, TX vektori, MT vektoriine

diktir.
— — — —
TX L MT = <TX,MT> -0
(=20, y—Yy0, 2—20) , (To—a, yo—b, 20—c)) = 0
esitliginden,
(. —20) (o —a) + (¥ — yo) (yo — b) + (2 — 20) (20 —¢) =0
elde edilir.

Ornek 1220 (z — 3)> +y2 + (z — 1) = 9 kiiresinin iizerindeki T (4,2, 3) nok-
tasindan cizilen teget diizlemin denklemini bulunuz.

Coziim : M (3,0,1),7T (4,2,3) ve X (z,y, 2) igin,
—_— —
<TX7MT> —0
esitliginden,
<(m747y*272*3)7(4*372*0;371)> =0
olmalidir. Buradan x + 2y + 2z = 14 elde edilir.
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12.16)AI|§t|rma (z — 32 +92+(z — 1) = 9 kiiresinin iizerindeki T (1,2, 2) noktasin-
dan ¢izilen teget diizlemin denklemini bulunuz.

Yamt: 2y — 2z + 2z —4 = 0.

i?Teorem (z — a)*+(y — b)*>+(z — ¢)*=R2 kiiresine, iizerindeki T (10,10, 20 ) nok-
tasinda ¢izilen teget diizlemin denklemi

(x—a)(zo—a) + (y —b) (yo —b) + (2 — ¢) (20 — ¢) = R?
dir.

Kamt : Bir dnceki teoremde, teget diizlemin denklemini

(x —x0) (v0 — a) + (¥ — ¥o) (Yo —b) + (2 — 20) (20 —¢) =0

bulmustuk. Bu esitlikle, (zo — a)? + (yo — b)* + (20 — ¢)* = R? esitligini toplarsak
istenen elde edilir.

12.17)All§t|rma 22 +y?+224+Da+Ey+Fz+G = 0 kiiresinin iizerindeki T (0, yo, 20)
noktasinda ¢izilen teget diizlemin denkleminin

D E F
$$0+yy0+220+?(1‘+$0)+5(y‘f'yo)‘f'?(z-l-Zo)-l-G:O

oldugunu gésteriniz.

Ornek 1221 22 +y2 +22—2x — y + 2z + 1 = O kiiresinin T (1,1, 0) noktasin-
daki, teget diizleminin denklemini bulunuz.

Coziim : 22 + y% + 22 + Dx + By + Fz + G = 0 kiiresinin iizerindeki T (x¢, yo, 20)
noktasinda ¢izilen teget diizlemin denkleminin

D E F
xl‘o+yy0+2’2’0+§(l‘+$o)+§(y‘f'yO)‘f'E(Z-l-Zo)-l-G:O

oldugu kullanilirsa,

1 1
1x+1y+02—(x+1)—§(y+1)+§(z+0)+1=O

esitliginden, y + z = 1 diizlemi elde edilir.
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Bir Noktanin Bir Kiireye Gore Kuvveti

P IPMI<R
- _ M
*

-
1

R) P
1

Analitik Geometri

OM Merkezi M, yarigap1 R olan bir kiire ile, uzayda herhangi bir P noktasin g6z

Ontine alalim.
K = |PM|* — R?
ifadesine, P noktasinin verilen kiireye gore kuvveti denir.
P noktasi kiirenin i¢inde ise K < 0;

P noktasi kiirenin tizerinde ise K = 0;

P noktasi kiirenin diginda ise K > 0 olur.

Ayrica, T', P noktasindan kiireye cizilen tegetin degme noktasi olmak {izere,

|PM|* — R? = |PT|* “dir.

i?Teorem P (x1,y1,21) noktastmn
(@—a)’ +(@y—0)"+(z-0)° = R
kiiresine gore kuvveti
K=(x1—a)+ (1 —b)>+ (21 — ¢)° — R?
dir.

Kamt : K = |PM|* — 72 esitliginden K = (21 —a)® + (11 — b)° + (21 — ¢)® — R?

bulunur.

*Teorem P (z1,y1,21) noktasinin

4P+ 22+ De+FBy+Fz4+G=0
¢emberine gore kuvveti
sz%—l—yg—l—z%—i—Dxl—l—Eyl—i—le—i—G
dir.

Kamt : Ogrenciye birakilmistir.
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*Teorem P (21,1, 21) noktasinin (x — a)*+(y — b)>+(z — ¢)* = R? kiiresine
gore kuvveti K olsun. P noktasindan gegen bir dogru bu kiireyi S ve T noktalarinda
kesiyor ise

|PS|-|PT| = |K]|
esitligi saglamr.

Kanit : P noktasi kiirenin iizerinde
ise kuvvet sifir olacagindan teo-
rem dogrudur. O halde, P nok-
tasinin kiirenin iginde veya diginda
olmasina goére teoremi kanitlaya-
lim.

i) P noktas kiirenin disinda ol-
sun. Merkezden PST dogrusuna
indirilen dikmenin, dogruyu kestigi
nokta H olsun. Kiireden kirige ini-

carpimini hesaplayalim.
|PS| =|PH|— |HS| ve |PS|=|PH|+|HT|=|PH|+|HS|
oldugundan, sekilden takip edilirse,
\PS|-|PT| = |PH>—|HS|” =|PM|* - |HM|* - |HS|”
= [PMP — (JHM]* + |HSP)
= |PMP-R*=K
oldugu goriilir.
ii) P noktasi gemberin iginde ise kanit yine benzer sekilde yapilir. |

Sonug : (5) bir kiire ve P’de uzayda herhangi bir nokta olsun. P’den gegen bir dogru
kiireyi A ve B noktalarinda, bagka bir dogru da C' ve D noktalarinda kesiyorsa,

|PA|-|PB| =|PC|-|PD|

esitligi saglanir.

12.1@AI|§tlrma (z — 1> 4+ 42 + (z — 1) = 9 kiiresi veriliyor:

a) P (3,2,3), P(0,2,2) ve P (1,3, 1) noktalarinn kiireye gore kuvvetlerini hesaplayiniz.
Bu noktalarin kiireye gore bulunduklari yerleri belirtiniz.

b) P, noktasindan gegen R y — 2 = z — 3 dogrusunun kiireyi kestigi noktalar

-2
A Bvexr —3 = yT = z — 3 dogrusunun kiireyi kestigi noktalar da C, D olsun.

|PLA| - |PLB| = |PC| - | Py D) esitliginin saglandigim goriiniiz.

419-442 aras1 sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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Coziimlii Problemler

(:)mme (& — 1)* 4 (y — 1)® +22 = 5 kiiresinin A (1,3,1) ve B (3,1,1)

noktalarindan gecen \/5 yaricapl biiyiik cemberi hangi diizlem iizerinde bulunur?

@iéziim : Biiyiik ¢emberin bulundugu diizlem kiirenin merkezinden, yani M (1,1,0)
noktasindan geger. Buna gore, A, B ve M noktalarindan gegen diizlem denkleminden,

r—1 y—1 z2-0
1-1 3-1 1-0 |=2x+4+2y—42—-4=0
3—1 1-1 1-0

esitliginden, x + y — 2z = 2 elde edilir.

Problem: z2 {42 4 (k + 1) 22—2z — ky + 2z + m = O kiiresi,
6x — 3y + 2z + 3 = 0 diizlemine teget ise m kactir?

@iizﬁm : k+ 1 =1 olacagindan, k = 0 olur. Buna gore, kiirenin merkezi :

-D -F —-F
M(T’T’T) = M(1,0,-1)

ve kiirenin yarigapi da,

1 1
}%:§¢D2+E2+F2—M?:§V4+0+4—4m

olur. Kiirenin merkezinin diizleme uzaklig1 yaricap oldugundan,

6—0—2+3| 1
= 1 —_VI¥0+4d—dm
V36+9+4 2

esitliginden, m = 1 bulunur.

Problem: (x — 1)% +y2+ (z — 1)%> =9 kiiresi ve x + 2y — 22=5 diizlemi-
nin kesigmesiyle olusan ¢cemberin alanini bulunuz,.

@G&ziim : Kiirenin merkezi M (1,0, 1)’in diizleme uzaklig: :
y_ 20215
o Vitd+d

oldugundan, arakesit gemberinin yarigap1 : 72 + (> = R? = 9 esitliginden, 2 = 5 elde
edilir. Bu gemberin alani ise 772 = 57 olur.

2
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Problem ¢ Dayanak egrisi, a(t) = (2cost,1,3sint) olan ve tepe noktas
T(1,2,1) olan koninin kartezyen denklemini bulunuz.

@iizﬁm : S =a(t) ve P(z,y, z) olmak lizere, TP = \TS esitliginden,
(r—1,y—2,2—1)=X(2cost —1,—1,3sint — 1)
yazilabilir. Buna gore,

1 -1 1 —
A=2—y, cost—§<$— 1>— troy

2y S 2(1-y)
ve
. 1/z-1 14+2z—y
t==——+4+1)=—7—"-=>
o 3(2—y+) 3(1—-vy)
esitliklerinden,

1 /1+xz—y 2+1 1+z—y 2_1
4\ 2—vy 9\ 2—y N
olur ki, diizenlenirse,

91 +z—y)’ +4(1+2—-y)°=36(2—-1y)°
elde edilir.

@Problem : (z—y—1)7°+ (z—2y+3)°> = (y — 1)? konisinin, dayanak
egrisini ve tepe noktasint bulunuz.

(j&iziim : Tepe noktasini1 bulmak i¢in, kareleri sifir yapan degerlerle elde edilen denklem
sistemini ¢cézmek yeterlidir.

z—y—1=0
z—2y+3=0
y—1=0

sisteminden x = 2, y = 1, z = —1 olur. O halde, tepe noktast 7' (2,1, —1) bulunur.
Dayanak egrisini bulmak i¢in, tepe noktasindaki koordinatlardan farkli olacak sekilde
herhangi bir degiskene bir deger verelim. y = 2 olsun. Bu durumda,

(=3 +@y—-1)"=1
olacagindan, x = 3 + cost ve y = 1 + sint olur. Buna gore, dayanak egrisi :
a(t) = (3+ cost, 2,1+ 2sint)

alinabilir.
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Problem :  Dayanak egrisi, y = z2, z = 2 olan ve tepe noktas1 T (1,0, 1) olan
koninin parametrik ve kartezyen denklemini bulunuz.

GBziim : Dayanak egrisi parametrik olarak o (t)= (2,2, t) seklinde yazilabilir. P (x,y, z)
koni iizerinde herhangi bir nokta olmak tizere, S = « (t) olsun. TP = A\TS esitliginden,
(z—1,y—0,2—1)=A(2-1,*—0,t — 1)

olmalidir. Buradan da,
A=x—1, y=X?, 2—-1=X(t—-1)

elde edilir. Buradan,

z—1 z+x—2
—1=At—-1)=>t= 1=
i ( ) A + z—1
ve
z4+x—2 2
= —1 —_—
y=(z )( pr >

esitliginden, y (z — 1) = (z + 2 — 2)* bulunur.

@Problem t (@ —2)°% 4 (y—1)°+22 =4 kiiresinin asagidaki diizlemlerin
kacwyla kesisimi bir cemberdir?
Dx—2y+2z=3 IHx —2y+2z2=1923 II)x — 2y + 2z = —1071
WMz —-2y+22=6 V)xz—2y+2z2=0 V) x — 2y + 2z = —5
eozum : Diizlemlerin tamami « — 2y + 2z = d formundadir. Diizlemin kiireyle ke-
sisiminin bir ¢ember olmasi i¢in, kiirenin merkezinin diizlemden ¢ uzakligi, kiirenin R
yarigapindan kiigiik olmasi gerekir. Buna gore,

2—-2.14+2-0—d d
6:‘ +2-0 ‘:Ll<2¢—6<d<6

Vv1i+4+4 3

bulunur. Yani IV tegettir. Sadece I, V ve VI kiireyi keser. Yanit 2.

Problem ¢ xoy diizlemine dik izdiigiimii, x* +vy* —2x — 4y + 1 = 0 cemberi
olan ve P (1,2, 4) noktasindan gecen kiirenin, denklemini bulunuz,.

@isziim : Kiirenin, zoy diizlemine dik izdiisiimii = = 0 yazilarak bulunabilir. Buna gére,
kiirenin denklemi :

224y + 2220 —4dy+mz+1=0
formundadir. Kiire, (1,2,4) noktasindan gegiyorsa, 1 + 4+ 16 —2 — 8+ 1 = —4m

esitliginden, m = —3 olur ve kiirenin denklemi 2 + 3% + 2% — 2z — 4y — 32 4+ 1=0
bulunur.
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Problem : 2 +y? +222 = 10 elipsoidine T (2,2,1) noktasinda teget olan
diizlemin birim normalini bulunuz.

Coziim : Teget diizlemin denklemi
2. 24+2-y+2-1-2=10

esitliginden « + y + z = 5 elde edilir. Birim normali N = (1,1,1)’dir.

=
V3

Prou@m ¢ Kutupsal veya dik koordinatlarda verilmis asagidaki egrilerin kag
tanesi cember belirtmez?

IL.r=2
II. » = 2cos 0
III. » = sin 360

V. z2 —|—y2 +2x =0

V.22 49242y +3=0

VI. {w2+y2+z2=4}ﬂ{m+y—|—z:0}
@isziim : L » = 2 gemberdir. 22 +y%2 =4
IL r» = 2 cos 6 ¢emberdir. Gergekten, 7> = 2rcosf = 2% + y? — 22 = 0 esitliginden,
(z —1)® + y% = 1 gemberi bulunur.
IIL r = sin 30, Ug yaprakli giil egrisidir.
IV. 22 +y2 +22 = 0 gemberdir. (z + 1)> 4+ 42 = 1.

1

V. 2 —|—y2 +2y4+3=0=r1r :5\/4 — 12 tanimsiz oldugundan ¢ember degildir.

VL {22 +y® 422 = 4} N {x + y + z = 0} bir kiireyle bir diizlemin arakesitidir.
x + y + z = 0 diizlemi verilen kiirenin merkezinden geger. O halde arakesit dogrusu bir
biiyiik gemberdir. Yanit 4.

@Problem ¢ Dayanak egrisi o (u) = (cos u, 2, sin u) ve anadogrusu
r—1l=y—2==z2

olan silindirin parametrik denklemini bulunuz.

@G6ziim : S = o (u) ve P (2,y, z) olmak iizere, SP = v esitliginden,
(x —cosu,y — 2,z —sinu) =v(1,1,1)

olur ki, buradan,
¢ (u,v) = (v+ cosu,v + 2,v + sinu)

elde edilir.
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Problem : (z — 3)° 4y +22 = 9 kiiresinin iizerinde A (3,0,3), B (4,2,2),

C (0,0,0) noktalarindan gecen cemberin, denklemini bulunuz. Alanint hesaplaymniz.

@iéziim : Once, gemberin bulundugu diizlemin denklemini bulalim.

r—3 y z—3
4-3 2 2-3 |=6y—6x+62=0
0-3 0 0-3

esitliginden, diizlem denklemi y = x — z elde edilir. Diizlem denklemiyle, kiirenin
arakesiti bize istenen ¢gemberin denklemini verir. Buna gore,

{(z =324+ +22=9}n{y=2— 2z}
denklemi istenen ¢emberin kartezyen denklemidir.
Kiirenin merkezinin, A, B, C' noktalarindan gegen diizleme uzakligi :

|3—-0—0f
(=2 _ /3
V3 v3

oldugundan, kiirenin yarigapinin 3 oldugu gézoniine alinirsa, Pisagor teoreminden arakesit

¢emberinin yari¢api
V32— (VB2 =6

bulunur. Boylece, bu gemberin alani 67 olur.

Problem : (z — 1)2 =y’ +(z+2z— 2)2 konisiyle, Ax — y — z = ddiiz-

lemi sadece bir noktada kesisiyorsa d kactir?

@iéziim : Verilen koniyle bir diizlemin kesigsimi sadece bir nokta ise, bu nokta koninin
tepe noktasidir. Buna gore,

r—1=0,y=0vex+2—2=0

esitliklerinden 7" (1,0, 1) olur. Diizlem bu noktay1 saglayacagindan, 4 — 0 — 1 = d = 3
bulunur.

PrOblem  Dayanak egrisi {(x,y,z) : ©* +y> = 4, z = 3} ve tepe nok-
tast P (0,1, —1) olan koni yiizeyinin vektirel denklemini bulunuz. (OABT - 2014)

Gozum : Dayanak egrisini, & = (2cosu, 2sinu, 3) seklinde yazabiliriz. PX = vPa
vektorel denklemi koninin denklemini verir. Buna gore,

(z—0,y—1,241) =v(2cosu,2sinu — 1,3 — (—1))
esitliginden, T (u,v) = (2ucosu, 1 +v (2sinu — 1), 4v — 1) bulunur.
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@Problcm : 22 49?4 (2 — 1)® = 2 kiiresine A (1,1,1) noktasinda teget
olan diizlemin denklemini bulunuz. (OABT - 2015)

Céziim: 21 +yl+ (-1 -1)=z+y=2

Problem: R3 uzayinda dik koordinat sistemine gore verilen asagidaki denk-
lemler icin, kag tanesi dogru eslestirilmistir?

L x2+y2=4 Cember

1L x2+y?=4,2z=1 Cember

oI (z—1)7°=y2+22 Koni

v, z?—y?422=1 Cift Kanatl Hiperboloid

V. y = z2 Parabolik Silindir
VI y = x2+422 Eliptik Paraboloid
ViI. y=x+ 2 Diizlem
VIII A y, z =1  Diizlem

(j&'}ziim : Dogru eslenis asagidaki gibidir. I, IV ve VIII yanlistir.
L. x24y?=4 Silindir
1I. x%?4+y?=4,2z=1  Cember
. (z—1)°>=gy%+22 Koni

IV. x? —y? 422 = Tek Kanatli Hiperboloid
V. y = x2 Parabolik Silindir
VI. y= 22422 Eliptik Paraboloid
VII. y=z+2 Diizlem

x

VIIL.

-1
=y, z=1 Dogru

@Problem ¢ 2% +4y? +22% = 2 elipsoidiyle, * — 1 = y = z dogrusunun
kesismesiyle olusan, elipsoid i¢indeki kirigin uzunlugunu bulunuz,.

@iszﬁm : Elipsoid denkleminde, z =t + 1,y = t ve 2z = t yazahm.
(t+1)2+42 422 —2=T1242t—1=0
elde edilir. Kesisim noktalari,
Py (tl + 1, tl,tl) ve P (tQ + 1, tg,tg)

olsun.

T a2 o e/A—4 T (-1) 46
|P1P2|— 3(t2—t1) —\/g‘tg—tﬂ—\/g Z =

7
elde edilir.
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PrOblem ! zdiizleminde bulunan ve denklemi {x = 0,z = 3,y = t, t € R}

olan dogrunun vy ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin denklemini
bulunuz. (OABT - 2013)

@isziim : Donme ekseni y oldugundan, donme sonucunda y koordinati degismeyecektir.
Doénme sonucunda olusan ¢emberin yarigapi : 3 oldugundan, diger eksenler,

T =3cosvvez =sinv
formunda déonmeye bagli olarak degisecektir. Buna gore, parametrik denklem :
¢ (u,v) = (3cosv,u,3sinv)

ve kartezyen denklem : 22 + 22 = 9 elde edilir.

Problem :  Merkezi orjin olan birim kiireye, sirasiyla

1 1 1 1
(7))
noktalarinda teget olan diizlemlerin arakesiti bir dogrudur. Bu dogrunun birim dogrult-
man vektoriinii bulunuz. (OABT - 2016)

v s 1 1
@ozum s 22 + y? + 2% = 1 kiiresine, (—2, 7 0) noktasinda teget olan diizlem :
€z Y
R T A—
V2 V2
- 1 1
dir ve normali : N = (1, 1,0) vektortidiir. (0, 75 —2) noktasinda teget olan diizlem
ise,
Y z
N AT ei—
V2 V2

diizlemidir ve normali : N = (0, 1, 1) vektoriidiir. Bu iki diizlemin arakesit dogrusu nor-
mallere dik oldugundan, arakesit dogrusunun dogrultmant :

(17 1a 0) X (Oa 1; 1) = (17 *L 1)
olur. Birim dogrultmani ise
n (L -1 L)
V3 V3 V3B
elde edilir.

Not : Merkezi orjin olan kiirenin, P (a, b, ¢) noktasindaki teget diizleminin normalinin
=
N = (a, b, ¢) oldugu kullanilabilirdi.
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PrOblem : P (1,1,1) noktasindan ve x>+y>+22—2x —y — 4z — 1 = 0,

a:z—i-yz—i—zz—m + 2y + z — 4 = 0 kiirelerinin arakesitinden gecen kiirenin merkezini
bulunuz,.

@isziim : Iki kiirenin arakesitinden gecen kiirelerin denklemi :

(2242 +22—20—y—4dz—1)+ A2+ +22—a+2Y+2—-4) =0
formundadir. Kiire, (1,1, 1) noktasindan gegtigi gézoniine alimirsa, A = 5 bulunur. Buna
gore,

622 +6y> + 622 —Tr+9y+2—-21=0

elde edilir. Bu kiirenin merkezi M (7/12,—3/4,—1/12) dir.

Problem : Asagidaki egrileri parametrik olarak yaziniz.

a) 2 +y? +2% = 5 ve 2y = x2—2 yiizeylerinin arakesiti olan egri.
b) 2422 =4 silindiriyle, y = z + 1 diizleminin arakesiti olan egri.
¢) x24y? = 4 silindiriyle, 2 4+-2y? 4222 = 8 elipsoidinin arakesiti olan egri.

Coziim : a) 22 + 32 + 2% = 5 ve 2y = 2 — 2 yiizeylerinin arakesitini,
(2y+2)+y>+22=522=2y+2veya (y+1)° + 22 =4, 22 = 2y + 2
seklinde ifade edebiliriz. Parametrik olarak bu egriyi :
y+1=2cost, z=2sint vex = /2(2cost — 1) + 2 = 2\/cost
yazabiliriz. Yani, o (t) = (2v/cost, —1 + 2 cost,2sint) bulunur.
b) 72 + 22 = 4 ve y = 2 + 1 yiizeylerinin arakesiti olan egriyi parametrik olarak,
a(t) = (2cost, 1 + 2sint, 2sint)

seklinde yazabiliriz.
¢) Elipsoid denkleminde, 22 = 4 — y? yazalim. Buna gére,
4—9? +22 +222=8= 9> +222=4
esitliginden, y = 2cost ve z = v/2sint olacaktir. 22 4+ y?> = 4 oldugu da gozoniine
alinirsa, x = 2 sin t elde edilir. O halde,
a(t) = (2sint, 2 cost, 2sint)

bulunur.

@Proueﬂ\ ¢z = z24-4y? paraboloidi ile, x*>+4y® = 4 silindirinin arake-
siti olan egrinin, x ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen yiizeyin denklemini
bulunuz. Bu yiizeyin koordinat diizlemlerine dik izdiisiim egrilerinin denklemlerini
bulunuz.
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@C6ziim : Oncelikle arakesit egrisini parametrik olarak bulalim. z = 4 oldugundan,
a(t) = (2cost,sint,4)
olacaktir. 2z’ = z — 4 6telemesiyle, bu egri zoy diizleminde bir egri olacaktir. x ekseni
etrafinda donme yapildigindan,
x =2cosuve R =sinu
olacagindan, y = sinucosv ve z’ = sinwusinv olur. 2z’ = z — 4 oldugundan, yiizeyin
parametrik denklemi :

© (u,v) = (2cosu,sinwucosv,4 + sinusinv) ,

kartezyen denklemi de :
2

%+y2+(z—4)2=1

elipsoididir. Koordinat diizlemlerine dik izdiigiimler ise,
2
zoy diizlemine izdiisiim : % +y? =1,a(t) = (2cost,sint,0), elips.
2
zoz diizlemine izdigiim : % +(z—4)> =1, a(t) = (2cost,0,4 + sint), elips.

yoz diizlemine izdiisiim : y% + (2 — 4)2 =1,a(t) = (0,cost,4 + sint) , cember.

bulunur.

Problem : 442 —8x + y?> —y — 22432z = k denkleminin hangi yiizeyi be-

lirttigini k degerlerine gore irdeleyiniz.

@im’im :Verilen esitligin sol tarafindaki terimleri tamkare olacak sekilde gruplayalim.

Buna gore,
1 1 9 9
4(z? -2 1-1 2 e - — = =
(z T+ )+<y vty 4> (z 3z—|—4 4> k,
, 1\2 3\ 2 -
4(x—1) +(y—§) —(#—3 = k+2
olacaktir.

13
Eger, k = —2 ise, verilen denklem tepe noktasi 7' (1, 3 5) olan bir koni belirtir.

Eger, k < —2 ise, verilen denklem iki kanatli hiperboloiddir.
Eger, k > —2 ise, verilen denklem tek kanatli hiperboloiddir.
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Boliim Sonu Tekrar Testi (Egri ve Yiizey Denklemleri)

1. Asagidakilerden hangisi y = 1 diizleminde bir elips egrisidir?
A) o (t)=(3cost,0,2sint) B) a(t)=(cost,0,sint) C)a(t)=(3cost,1,sint)
D) a (t)=(3cost,2sint,1) E)a(t)=(2cost,3sint),y =1

2. R?uzayinda tamimlanan asagidaki denklemlerin hangisi bir egridir?
A) a(u,v) = (cosu,v,sinu) B)yz=1 C)y = 22
D) o (t) = (3t +1,2t,1%) E)z =y* + 2

3. R3 uzayinda tanimlanan asagidaki denklemlerin hangisi bir yiizeydir?
A) a (u)=(cos u, u, sin u) B) z=2, y=t, 2=1 Oy=2%2=1
D) a (t)=(3t + 1,2¢,¢%) E)2? +42 =1

4. R3 uzayinda tanimlanan asagidaki denklemlerin kag tanesi, bir dogruyu gosterir?
La@)=3t+1,2t,t?) ILz=2 ILa(t)=3t+1,2t,3t) IV.y=2x
A)0 B)1 )2 D) 3 E)4

5. Asagidaki eslesmelerden hangileri yanlistir?
L. R? de 22 + y? = 1 —BIRIM CEMBER,
II. R? de = 2 —DUZLEM
11 R? de o (t) = (3t + 1, 2t,3t) -DOGRU
IV. R3 de y = 22 —PARABOL
V.R?de y? + 22 = 1,2 = 1 =CEMBER
A)IvelV  B)LIlvelV C)Ivell D)IIvelV  E)IIvelll

6. R3 uzayinda verilen asagidaki denklemlerin kag tanesi bir hiperboldiir?
L 22 —y?=1 IL a(t)=(cosht,2,sinht) 1L a(t)=(sect,tant,1) IV.zy=2, z=1
A)0 B) 1 C)2 D) 3 E)4

7. R3 uzayimnda verilen, 22 + y? = 4 yiizeyinin parametrizasyonu hangisidir?
A) a(t)=(2cost,2sint,0) B)a(t)=(2cost,2sint, 1) C)«a(t)=(cost,sint,0)
D) a (s,t) = (2cost,2sint,s) E)a(s,t) = (2scost,2ssint, s)

8. 2 +y?+ 2% —2x— 62+ 1 = 0 kiiresinin merkezi ve yaricapi icin hangisi dogrudur?
A)M(1,0,3),R=3/2 BYM(1,1,3),R=+/3 C)M(1,0,3),R=+/3
D) M (2,0,6),R=3 E)M (1,0,3), R=3.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

k
24+ 2m—-3)y +k+1)22 - (k+2)z—(5-m)y—z = kaﬁresinin

yarigap1 kagtir?
A) 2 B) /3 C) V2 D)3 E) 4

Asagidakilerden hangisi, merkezi, « (t) = (2t,t, 3t + 1) dogrusu iizerinde bulunan
ve A (1,0, 1) noktasindan gegen 1 yarigaph kiiredir?

AN+ +@-12+(:-2"=1 B -3 +2+(+2)7=1
O@—1)7+2+22=1 D) (a+2)+2+(z-2)"=1
E)z2+y2+(z+1)> =1

(1,1,0), (0,1,4), (—4,1,0), (=2, —2,0) noktalarindan gegen kiirenin denklemini
bulunuz.

A)e?+9°2+22432—-2y—32—-3=0 B)a?+y>+2243r—-y—32-3=0
O’ +1y >+ 22 +4x—y—32—-5=0 D)a’+y>+22+2r—y—32—-2=0
E)a? +92+22+32—-y—-32—-4=0

¢ (u,v) = (1 +2cosu,—1+ 2sinucosv, 2sin usin v) kiiresinin kartezyen
denklemi hangisidir?

A@E+1)°+@y-1>+22=4 B (a+1)’+(y—1)°+22=
O@-1"+@+1)*+22=4 D-1)7+@y+1)°+2=1
E)z?2 + 2 +22=4

Asagidakilerden hangisi (« — 1)° + 42 + (z — 3)° = 4 kiiresinin bir parametrik
gosterimi degildir?
A) ¢ (u,v) = (14 2sinusinv, 2sinwu cos v, 3 + 2 cos u)

B) ¢ (u,v) = (1 + 2sinucosv, 2sinusinv, 3 + 2 cos u)

C) ¢ (u,v) = (1 +2cosucosv, —2cosusinv, 3 + 2sinu)
D) ¢ (u,v) = (1 4+ 2cosu,2sinusinv, 3 + 2sinu cosv)

E) ¢ (u,v) = (1 + 2sinusinv, 1 + 2 cosu cos v, 3 + 2 cos u)

Asagidaki diizlemlerin hangisinin (z — 1)* + y2 4 (z 4+ 1)* = 4 kiiresiyle kesisimi
bir biiyiik cemberdir?
A)z+y=0 B)z=1 Oy=z—2z Daz+y+2=0 E)z=2zr+y

Asagidaki diizlemlerin hangisinin (z — 1) + 32 + (z 4+ 1) = 4 kiiresiyle kesigimi
bir biiyiik cember degildir?
A)x+2z2=0 B)y=20 QOy=x+2z D)z+y+z=0 E)z=z+4+y
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1
16. P (2,2,3) noktas, (z —2)° + (y —1)> + (z — 1)> = = kiiresinin diginda bir
noktadir. Bu nokta, kiire tizerindeki hangi noktaya en yakindir?
4 3) E) < 9 7 6>

6 7 6 34
A)(2,2,=) B22,1 2,2,2) D)(2,-,2 ==
)<)5)5> )<75’) C)<7575) )(7575 75)5

Asagidaki diizlemlerin hangisinin (z — 1)* + (y — 1)*> + (z + 1)* = 4 kiiresiyle

17.
kesisimi bir kii¢iik cemberdir?
A)3zx+3y —3z=—4 Byy=1 Oy=2zx+=z2
D)z+y+z=1 E)z=x2+y

18. Asagidaki diizlemlerin hangisi (z — 1)> + (y — 1)> + (2 + 1) = 9 kiiresiyle
kesismez?
A)x—y+2z=5 Byr—y+z2=14 Oz—y+2=3
D)yz—y+2=2 E)z —y+2=0

19. Asagidaki diizlemlerin hangisi (z — 1)* 4 42 + (z — 3)* = 1 kiiresine tegettir?

COz—-2y+22=3

Bz —2y+2z=4

Az —2y+2z=5
E)z —2y+22=0

D)yz—-2y+2z=1

20. (z—1)*+ (y — 2)* + 22 = 9 kiiresi iizerindeki A (4,2,0), B (3,3,1) ve C (2,0,2)

noktalarindan gegen ¢emberin alani kactir?
100 99 24 23 26
A) ﬁﬂ- B) 3—27T C) ﬁ’ﬂ' D) ﬁﬂ' E) ﬁﬂ'
21. (z—1)* + (y — 2)® + 22 = 9 kiiresi iizerindeki A (4,2,0), B(3,3,1) ve C
noktalarindan gegen ¢emberin alan1 97 olduguna gore C noktasi hangisi olabilir?
22. 22+ (y —1)* + (2 — 3)® = 4 kiiresinin z — y + z = d diizlemiyle kesistirilmesiyle
olusan gemberin alani, 47 olduguna gore d kagtir?
A) 2 B) 3 o1 D) 4 E) -1
23. (x —3)° + 42+ (z — 1) = 4 kiiresinin z + y + z = 1 diizlemiyle kesistirilmesiyle

olusan ¢emberin alani1, kagtir?

A) 27 B) 37 O)r D) 47 E) 57
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

22+ (y —1)* + (z — 1)* = 4 kiiresinin & + y + z = d diizlemiyle kesistirilmesiyle
olusan gemberin alan1 27 ise d kagtir?

A)2 B) V6 — 2 C) V6 D) V6 + 2 E)6— 2

(z —1)° + (y — 2)> + 22 = 5 kiiresinin P (3,2, 1) noktasindaki teget diizleminin
denklemi hangisidir?
Axz+2=4 By=22 Oax+y+2z=6 D)y+2z2=4 E)2z+2=7

22 + 9% + 22 — 20 — 4y — 62 + 5 = 0 kiiresinin P (3, 3, 1) noktasindaki teget
diizleminin denklemi hangisidir?
A)2x+y—22=7 B)yy=32z COz+2=4 D)yy+2z2=5 E)a+y=4

P (1,1,1) noktasinmn (z — 1)® + (y — 2)° + (z — 3)* = 9 kiiresine gore kuvvetini
bulunuz.
A) —2 B) 3 C) -4 D) 4 E) -1

Dayanak egrisi « (t) = (cost,2sint, 1) olan ve dogrultusu @ = (1,1, 1) olan
silindirin kartezyen denklemi hangisidir?

A2 +42=4 B)y(z—2+1)° +4(y—2+1)°=4C) (x+1)° + 42 =4
D)d(z—z2+1) +@y—2+1)°=4 Ed@z—-z2+1)°+@y—2+1)°=1

Dayanak egrisi, « (t) = (3cost, 1,sint) olan ve tepe noktast 7' (1,0, 1) olan koni
hangisidir?

A2 +42=22B) (z—1)°+92=9(2-1)°C) (z —1)° + 922 =9 (y — 1)
D) (z4+y—17+9(z+y—1)=9%2 E)(z+y—1)>+9(z+z —2) = 9>

(z4y—1)°+9(2+x —2) =9 (y — 1)* konisinin tepe noktasi hangisidir?

Asagidakilerden kag tanesi dogru eslestirilmistir?
2

Lz=2a%+ v —Paraboloid IL. 2% + 22 = 4% —Koni

I 22 + 22 — y? = 1 —Cift Kanatli Hiperboloid ~ IV. 22 + 3% + 222 = 4 —Kiire
V. 22 4+ 22 — y? = —1 —Tek Kanath Hiperboloid
A)5 B) 4 0)2 D)3 E)1l
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32. Asagida grafigi verilen yiizeyin denklemi hangisi olabilir?

A) 22 + 4y? = 22

Analitik Geometri

B) z = 3% 4+ 922

O (x—17°=(y—1)7"+2

D) £L'2 — y2 + 22 s
E) z = 22 + ¢ )

33. Asagida grafigi verilen yiizeyin denklemi hangisi olabilir?

A) 22 +4y? = 22
B) z = 32 4 92°
C)y=a2+2°

D) y? = 22 + 22
E) 22 = 2?7 + 4

34. Asagida grafigi verilen yiizeyin denklemi hangisi olabilir?

A)z? +4y? =22 +1

z
B)z+1=1y%+92° ‘
)y = a2+ 22 )1 y
D)y® =2+ 2° +1 /
X

E)z2=22+3y2>+1

35. Asagida grafigi verilen yiizeyin denklemi hangisi olabilir?

A@z-1)+2(:z-27=1
B)y = 2% + 922
C)y=2%+ 22
D)y=(z—1)°+4(z—2)°
E) 16 (x — 1) + (2 —2)> = 16
X

36. Asagida grafigi verilen yiizeyin denklemi hangisi olabilir?

A) 2% + 4y? = 22

B) 1242 = (z — 1)° + (2 — 2)°
Oy2=4(z—-1)°>+9(z-2)7°
D) 36y2 =9 (x —1)° +4(z—2)
E)22:$2+y2

2
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37. Asagida grafigi verilen yiizeyin denklemi hangisi olabilir?

A) 18y% + 18 = 922 + 422
B) z = 3% 4+ 922

C) 1222 + 12 = 922 + 49?
D) y? = 22 + 22

E) —92% + 422 = 36 + 363>

38. Asagida grafigi verilen yiizeyin denklemi hangisi olabilir?

A)$2+4y2:(z—1)2
B)z =1y +9(z—1)
C)y—x2+(z—1)
D)Z—Z-Fy

E)2? +4y?> —42+4=0

39. Asagldakllerden kag tanesi dogru eslestirilmistir?
Ly=2? +Z 5 ¢ (u,v) = (veosu, v, 2vsinu)

IL 22 = y? + 22/4 — ¢ (u,v) = (vcosu, v, 2vsinu)

II. 4y? = 422 — 22 — ¢ (u,v) = (coshu cos v, sinh u cos v, 2 sinu)

IV. 4y% + 4 = 42% + 22 — ¢ (u,v) = (sinwu cosh v, sinh v, 2 cos u cosh v)
V. 4y? = 4 + 422 + 2% — ¢ (u,v) = (cos usinh v, cosh v, 2 sin u sinh v)
VL4(y—1)2 =4(z—2)*+ 22 — ¢ (u,v) = (2 —vcosu, 1 + v, 2usinw)
A)5 B) 3 C) 2 D) 4 E) 6

457

40. 36 = 36 (y — 1)> +4 (z — 1)® — 922 yiizeyinin parametrik gosterimi asagidakilerden

hangisinde dogru verilmistir?
A) ¢ (u,v) = (1 + 3sinhwusinv, 2sinh u cos v, 2 cosh u)

B) ¢ (u,v) = (1 + 3coshucosv, 1+ coshusinv,2sinh u)
Oy (u, v) = (1 4+ 3 cosucoshv, cosusinh v, 2sin u)

D) ¢ (u,v) = (3 cosu, sinhusin v, 2 sinh u cosh v)

E) ¢ (u,v) = (1 + 3sinhusinv, 1 + sinh u cos v, 2 cosh u)

41. Asagidakilerden kag tanesi dogru eslestirilmistir?
L ¢ (u,v) = (cosu,2sinu,v) — 2% +y?/4 =z
IL. ¢ (u,v) = (cosvcosu,2cosvsinu,sinv) — 4a% + y? + 422 =4
L. ¢ (u,v) = (v cosu, 2v sinu,vQ) S22 44y’ =z
IV. ¢ (u,v) = (vcoshu, 2vsinhu, v?) — 4% — y? = 422
V. ¢ (u,v) = (2coshu,sinhu,v) — 2% — 4y? = 4
A)5 B) 3 C)2 D) 4 E)1

458-459 aras1 sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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Uzaydaki donme doniisiimii, diizlemdekinden biraz farklidir. Diizlemde, bir nokta
etrafinda donme donilisiimii yapilirken, uzayda bir eksen etrafinda donme yapilir. Yani,
yapilan donme bir diizlemde gergeklesir ve donme ekseni ise, bu diizleme dik bir vek-
torle ifade edilebilir. O halde, uzaydaki donme doniisiimiinde, donme eksenine gore
doniisiim degisecektir. Ornegin, z ekseni etrafindaki donme (Sekill), z eksenine dik
olan diizlemde gergeklesen, yani zoy diizlemindeki bir donme hareketidir ve donme mat-
risi asagidaki gibidir. Benzer sekilde, = ekseni atrafinda ve y ekseni etrafindaki donme
doniistimleri ve matrisler asagidaki sekillerde verilmistir. Fakat, uzayda yapilan bir donme
hareketinde, eksen her zaman x, 3, z ekseni olmayabilir. Uzaydaki herhangi bir n’ vektorii
etrafinda da dénme déniisiimiinii ifade edebiliriz. Bu kez donme, 1’ vektoriine dik olan
diizlemde gergeklesir. Teorem 13.1°de bu dénme matrisinin nasil bulunacagi verilmistir.

v

z eksenine gore donme x eksenine gore donme
cos) —sinf 0 1 0 0
R,=| sinf cosf O R,=| 0 cosf —siné
0 0 1 0 sinf cosf
z

y eksenine gére dénme Herhangi bir 0" vektorii
cosf 0 —sinf etrafinda dénme.
Ry=| 0 1 0

sinf 0 cosf
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Ornek 13.1 P (4, 1, 2) noktasi, y ekseni etrafinda,

3
0 = arcsin—
5

agist kadar dondiiriiliirse, hangi nokta elde edilir?

Coziim : Donme yonii belirtilmediyse, donme yonii olarak saat yoniiniin tersi alinir. y
ekseni etrafindaki donmeyi,
cosf§ 0 —sind
R, = 0 1 0
sind 0 cosf

3 4
matrisiyle ifade ederiz. Buna gore, sin = v ve cos = 5 oldugundan,

4 3
0 ==
4 5 5| [ 4 2
R,1|=]01 0 1|=]1]|=Q
3, 2|12 4
5

g . . - — = .
elde edilir. Dénme y = 1 diizleminde gergeklesir. K P ve K () arasindaki aginin
0=-
cos z

oldugunu, i¢ ¢carpimi kullanarak kontrol edebilirsiniz.

v

13.1)AI|§t|rma P (4,1, 2) noktasi, x ekseni etrafinda, § = arcsin % acqist kadar dondiiriiliirse,
hangi nokta elde edilir?

Yamt : (4, —2/5,11/5).
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Ornek 132 =

dogru elde edilir?

= y = z dogrusu, x ekseni etrafinda 90° dondiiriiliirse hangi

Coziim : Dogruyu, P (2t + 1, ¢, t) seklinde yazabiliriz. Donme x ekseni etrafinda oldugun-
dan,
1 0 0
R,=1| 0 cosf —sinf
0 sinf cosf

matrisini kullanacagiz. = 90° oldugundan,

1 0 O 2t+1 2t 41
Ry(P)=|0 0 -1 t = —t
01 0 t t
elde edilir. Yani, dondiiriilen dogrunun denklemi :
x—1 'y
2 -1

bulunur.

-1 3
13.2)AI|§tlm1a % =y = z dogrusu, x ekseni etrafinda 0 = arcsin 3 acisi kadar

dondiiriiltirse hangi dogru elde edilir?

-1 5
Yanit : mT:By:—z.

Buraya kadar, uzaydaki dénmelerimiz olduk¢a basit donmelerdi. Yani, koordinat
eksenleri etrafinda dondiirme doniisiimii uyguladik. Simdi ise, herhangi bir dogrultu,
eksen veya dogru etrafindaki donmeleri inceleyecegiz.

*Teorem R3 uzayinda verilen herhangi bir o= (z,y, 2) vektoriiniin, herhangi
bir 0 = (a, b, c) birim vektorii etrafinda 0 agist kadar dondiiriilmesiyle elde edilen vektor,

R(U)=(u,n)n+ (U —(u,n)n) (cosb) + (0 x ) (sinh)
doniisiimii ile bulunur ve bu doniisiimiin matrisi

cosf +a? (1 —cosf) ab(l—cosf) —csinf ac(l — cosd) + bsinf
R=| ab(1—cosf) +csinf cosh+b2(1—cosf) be(l—cosh)—asinb
ac(l —cos®) —bsinf be(l —cosf) +asinh  cosf + 2 (1 — cosb)

seklindedir. Ayrica, donme agisi 0 igin, 1 + 2 cos 0 = iz R esitligi saglanir.

462-480 aras1 sayfalar bu dokiimanda gosterilmemektedir.
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