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Martis Nedir?

Tanim

JF bir say1 kiimesi olmak tizere, i = 1,2, ..

olusturulan, m - n elemanh
ai
a1

dml

bicimindeki tabloya F kiimesi tizerinde m X n tiiriinde (tipinde) bir matris denir. Bu matris

kisaca,

laj],i=12..mvej=12..,.n veya

seklinde gosterilebilir.

.mvej=12,..,nign, aj € F elemanlariyla

a2 -+ din
dp2 - darp
dm2 *°°  dmn

[aij]mxn
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Tanim

(Matrisin satir ve siitunlar) Matrisler genel olarak A, B,C seklinde biiyiik harfler ile gosterilir.

[ dil1 412 ... din ],[ dp1 a2 ... aop ] . [ dml Aadm2 ..- dmn ]

sirali n—lilerine bu matrisin satirlan ve

ail ai2 ain

ar1 a2 a2n
, ve

ami am2 dmn

sirali m—lilerine de bu matrisin siitunlar veya kolonlari denir. Genel olarak, m satir ve n
siitunlu, ve elemanlari F kiimesinden alinan matrislerin kiimesi, M, (F), F' veya Fpnxn
ile gosterilir.
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Ornegin,

1 2 1 140
A:H V2 3 3/4}€M2x4(m' :[2 1 3}6“\42*3(25)
1+i i 1 2/3
C:{3_:, é:|€M2><2(C), D:{3/5 é :|€M2><2(Q).

Matrisin elemanlarini indislerle net olarak belirtebiliriz. Ornegin, yukaridaki matrisler icin
elemanlar asagidaki gibi belirtilebilir.

a1 = 0, ail = 7T, b23 = g, Clp = i, d21 = 3/5.
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Matris Cesitleri

Simdi, en temel matris cesitlerinin tanimlarini verelim.
1. Sifir Matrisi : Tiim elemanlar sifir olan matrise sifir matrisi denir. 0 ile gosterilir.

. 100
Ornegin, 0 = {O 0 0

2. Kare Matris : Satir ve siitun sayilari esit olan matrise kare matris denir. Ornegin,

] matrisi 2 X 3 tiiriinden sifir matrisidir.

ai1 d12 - din
a1 d2 - darp
dnl dn2 " dnn

matrisi n X n tiirtinden bir kare matristir. Bir kare matrisde, aj; elemanlarinin bulundugu
kdsegene, matrisin asal kdsegeni denilir. Yani, matrisin a1, a», ..., apn elemanlarinin
bulundugu kdsegendir.
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Matris Cesitleri

3. Kosegen matris : Bir kare matrisin asal kdsegeni hari¢ tiim elemanlari sifir ise, bu matrise
kdsegen matris denir.

ail 0 0
0 dno 0
0 0 ann

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) MATRISLER M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020



Matris Cesitleri

4. Ucgen matris : Bir kare matrisin asal késegeninin iistiindeki veya altindaki elemanlarin
tamami sifir ise bu matrise ticgen matris denir. Eger kosegenin ustiindeki elemanlar sifir ise, alt
ticgensel matris, altindaki elemanlar sifir ise de iist licgensel matris denir.

Yani, A = [ajj], ., kare matrisinde her i < j i¢in a;j = 0 ise A matrisine alt iicgensel matris,
her i > j icin a;; = 0 ise A matrisine iist iicgensel matris denir.

ail ap -+ an ams 0 ~--- 0

0 ax -+ a a1 ax» -+ 0
_ ve

0 0 e dnn dnl an2 - dnn

matrisleri sirasiyla iist icgensel ve alt ticgensel matrislerdir.
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Matris Cesitleri

5. Birim Matris : Bir kdsegen matrisin tiim elemanlari 1 ise bu matrise birim matris denir.
n X n tirinden birim matris /, ile gosterilir.

o1 --- 0
In: .
00 1

nxn

matrisi, n X n tiirinden birim matristir.
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Matris Cesitleri

6. Skaler Matris : Bir kdsegen matrisin tiim elemanlari birbirine esit ise bu matrise skaler
matris denir.

7 0 0

0 0
A= ]

0 0 T

nxn

matrisi bir skaler matristir.
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Matrislerde Toplama

Tanim

Ayni tiirden iki matrisi toplayabiliriz. A = [ajj]

mxn V& B =1[bj]. ., ise, A ve B matrislerinin
toplami

A+ B = [a,-j+b,-j]

mXn

seklinde tanimlanir. Ornegin,

1 2 3 3 8 12 | . 4 10 15
A=l G a|vee=|3 5 D seare=| 1 Y]

olur.

A\

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) MATRISLER

M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 10 / 91



Matrisin Skalerle Carpilmasi

Tanim

A= laj], ., ve A € Rigin, A matrisinin A sayisiyla carpimi

AA = Alag, . = [Aag], o,

seklinde tanimlanir. Ornegin,

1 2 37, 4 8 12
A‘[5 —4 2} 'Se4A_[20 ~16 8]

olur.
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Matrislerde Toplama ve Skalerle Carpimin Ozellikleri

Toplama Ozelikleri : A, B, C matrisleri, m x n tiiriinden matrisler olsun.
i)A+(B+C)=(A+B)+C (Birlesme Ozeligi)

i) A+B=B+A (Degisme Ozeligi)
i) A+0=A (Etkisiz Eleman)
iv) A+ (-1)A=0 (Ters Eleman)

Skalerler Carpim Ozelikleri : A, B matrisleri, m x n tiiriinden matrisler ve r, s € R olsun.
i) reRicin, r(A+B) =rA+rB
i) (r+s)A=rA+sA
i) (rs) A=r(sA)
iv)1-A=A

%NOt Matrislerde toplama ve skalerle carpim islemlerinin bu 6zeliklerine gére, matrislerin
kiimesi, reel sayilar kiimesi tizerinde Vektor Uzayi aksiyomlarini saglar.
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Iki Matrisin Carpimi

A = [aj] ve B = [bjj] .., olsun. Elemanlar,

mxp pXxn

P
C,'j: Za,-kbkj (i:1,2,...,m; j:1,2,...,n)
k=1

seklinde olusturulan C = [cj], .., matrisine A ile B matrisinin carpini denir ve bu matris
AB seklinde gosterilir. Tanimdan da goriildiigi gibi, iki matrisin carpilabilmesi icin, birinci
matrisin siitun sayisi, ikinci matrisin satir sayisina esit olmalidir. A ve B matrislerinin AB
carpimi miimkiin ise, A ve B matrislerine AB sirasinda, carpilabilir matrisler denir. AB
carpiminin mimkiin olmasi BA carpiminin miimkiin olmasini gerektirmez. m X n ve n X k
tiirtinden iki matrisin carpimi m X k tiiriinden bir matristir.

p
Cij = > aiby
k=1
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atr a0 @ b1z bz b3
A:[ R ] ve B= | by; by bys; | matrislerini carpalim.

a1 az2 az3 bs; b3y bss

Coziim : A matrisinin siitun sayisi, B matrisinin satir sayisina esit oldugundan, AB carpimi
miimkiindiir ve 2 X 3 tiiriinden bir matristir. Fakat, B matrisinin siitun sayisi, A matrisinin
satir sayisina esit olmadigindan, BA carpimi miumkiin degildir. Tanim kullanilirsa

| auirbiitanbyit+aizbsr  aribiotainbyptaizbzy  aribiz+ainbrz+aizbas
AB=
ar1bii+axboi+axzbsr  axibiotaxnbro+axbsy  ar biz+axbrz+azzbss

elde edilir.
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:[ﬂveB:[l 2 0 1]ise AB =2

v

2 2 4 0 2
[1][1 2 0 1}—[1 2 0 1]olur.
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Lj olmak iizere, A = [aij]4><3 ve

ajj = (I — 2j)i_j ve bij = ;

B = [bjj]5, 5 matrisleri veriliyor. Buna gore, AB = C = [cjj] ise, c4; =?

Coziim
3
C matrisinin elemanlan c;; = Za,-k by; ile elde edilir. Buna gore,
k=1

3
Ca1 = )  askbik1 = as1b11 + asbo1 + as3b3y
k=1
toplmini bulmaliyiz. Buradan,
1 1-1 2 2-1 3 3-1 5
— (4_0)1. 4_a)+2. 4_g+33 0 _
e v R S A v el G M Bl

44
elde edilir. Siz de c4p = 5 oldugunu goriiniiz.
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Problem

1, i<j 1, i
aj= g, :ij olmak iizere, A= [a;],, 5 ve b; = { 2 i olmak iizere, B= |bjl;. ¢

matrisi veriliyor. C = AB = [cij]4><6 carpiminda, c34 elemanimi hesaplayiniz.

N

J
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A= [ _; 4 ] olduguna giére A" matrisini hesaplayiniz.

Once, sirasiyla, A%, A3 ve A*'ii hesaplayalim.

=3 2[5 2]-[5 ]

emse-[ 3 3] ][5 2

-9 -5 || -18 -11 —27 -17
7 4 19 12 25 16
4 _ 3 _ —
A=A _[—9 —5} [—27 —17]_[—36 —23]

Bu sekilde devam mi edecegiz!!!
Bir kurali var mi acaba?
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Bu matrislere gore,
An — 6n+41 4n
—9n —6n+1

oldugu diisiiniilebilir. Fakat bunu da tiimevarimi kullanarak kanitlamaliyiz.
6k +1 4k

. i Ak —
n =1 icin dogrudur ve n = k icin, A —[ 0k —6k+1

] oldugunu kabul edelim.

Ak“:AAk:[ 7 4H6k+1 4k ]:[6(k+1)+1 4(k+1)

-9 -5 —9k —6k+1 —9(k+1) —6(k+1)+1
oldugundan, iddiamiz n = k + 1 icin de dogru olur. O halde,

An — 6n-+1 4n
| -9n —6n+1

oldugu kesindir.
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Problem

AlOO

1 -1 L
= [ ] olduguna gore, matrisini hesaplayiniz. Yanmit : A100 = — A

)
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Problem

A= [ 2 :i ] olduguna gére, A% matrisini hesaplayiniz. Yanmit : A0 = A,

)

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) MATRISLER M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 21 /91



Teorem

A, m X p tiiriinden, B, p X q tiiriinden ve C, g X n tiiriinden birer matris olsunlar.
i) (AB)C = A(BC) esitligi saglanir. (Birlesme Ozelligi)

i) A(B+ C) = AB + AC ozelligi saglanir. (Dagilma Ozelligi)

ii) r,s € R olsun. Bu durumda, (rA)(sB) = (rs)AB &zelligi saglanir.

i) A=[ajl,y, + B=1[bjl,., ve C=]lcjl,s, olsunlar.

AB = [ay] [by] = [dij]qu ve djj = Za/kbkj BC = [by] [cy] = [ey] pxn V€ €j = Zb,,c,j

(AB) € = [dy] [ej] =

u’J mxn V€ Uij = Zd’SCSJ Z Zaltbtscs_]

s=1t=
A(BC) = [ay] [ej] = [Vijl Ve vij = Zaltetf = ZzaltthCSJ
t=1s=
esitliklerinden, (AB) C = A(BC) bulunur. Digerlerini de siz kanitlayiniz. O
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%NOt Matrislerde carpma isleminin degisme 6zelligi yoktur. AB # BA 'dir. Eger AB = BA
esitligi saglaniyorsa A ve B matrisleri degismelidir denir.

Problem

(A4 B)? ifadesini hesaplayiniz.
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A kare matrisi icin, APT! = A seklinde bir p > 0 tamsayisi var ise, A matrisine
periyodik matris denir. Bu esitligi saglayan en kiiciik p sayisina da A matrisinin

1 -2 —6
periyodu denir. Buna gore, C= | —3 2 9 | matrisinin periyodunu bulunuz.
2 0 -3

v

CPHL = C olacak sekildeki en kiiciik p degerini ariyoruz.

1 -2 —6] 1 -2 —6 -5 —6 —6

C2=| -3 2 9 -3 2 9|= 9 10 9

2 0 3| 2 0 -3] | -4 -4 -3]

1 -2 -61[-5 -6 —6] [ 1 —2 —6]
ci=|-3 2 9 9 10 9|=|-3 2 9|=cC

2 0 3|| -4 -4 3] [ 2 0 -3]

O halde, p+ 1 =3 = p = 2 olacagindan, C matrisinin periyodu 2'dir.

A,
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Sifir matrisinden farkh bir A kare matrisi icin, AP = 0 olacak sekilde bir p > 0
tamsayisi var ise, A matrisine nilpotent matris denir. En kiiciik p’ye de Nilpotentlik
derecesi denir. Buna gore,

1 -3 —4
A=| -1 3 a
1 -3 —4

matrisinin nilpotent matris oldugunu gésteriniz. Nilpotentlik derecesini bulunuz.

v

1 -3 —4 1 -3 —4 000
A=| -1 3 4 -1 3 4|=]|000
1 -3 —4 1 -3 —4 000

oldugundan, A matrisi niloptent matristir ve nipotentlik derecesi 2'dir.

A

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) MATRISLER M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 25 /91



Bir Matrisin Transpozesi

Tanim

Bir matrisin satir ve siitunlarini degistirerek elde edilen matrise o matrisin transpozesi denilir
ve bir A matrisinin transpozesi A' ile gosterilir.
Buna gore, bir A= [a;] _ matrisinin transpozesi AT = [aji]

seklinde olacaktir.
(A?); = aji yazabiliriz.

nxXm

12 8 1 -7 4
Ornegin, A= | —7 5 6 | matrisiicin AT = | 2 5 6 | bicimindedir.
4 6 9 8 6 9
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A = [aik] ., ve B = [bij],,, ve A € R olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.
1) (AT =A
2) (A+ B) =AT +BT
3) (AA)T = AT
4) (AB)T = BTAT

Ik iicii oldukca aciktir. Dérdiinciisiinii kanitlayalim.

<(AB)T>ji - (AB)U - éaikbkj - Zp: (BT)jk <AT>/«' - (BTAT>ji

k=1

olur. Bu ise, (AB)T = BT AT oldugunu gésterir. O

.
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Simetrik Matris

Tanim

Bir matriste elemanlar asal kdsegene gore simetrik ise, bu matrise simetrik matris denir.
Devrigi kendisine esit olan matris simetrik matristir. Yani, A7 = A ise A bir simetrik
matristir. Diger bir tanimla, bir A = [aU]an kare matrisinde, her i/, j icin a; = aj; ise A
matrisine simetrik matris denir.

Ornegin,
3 4 -1
A=AT=| 45 6
-1 6 7

matrisi bir simetrik matristir.

\
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Ters Simetrik Matris

Tanim

Bir matriste elemanlarin asal kosegene gore sadece isaretleri farkh ise, bu matrise ters simetrik
matris denir. Diger bir tanimla, bir A = [a;] ., kare matrisinde, her i,/ icin a; = —aj; ise A
matrisine ters simetrik matris denir. Devrigi negatifine esit olan matris ters simetrik
matristir. Yani, AT = —A ise A bir ters simetrik matristir.
Ornegin,

0 —4 -1 0 4 1

A=|4 0 6 |icnAT=| -4 0 —6

1 -6 0 -1 6 0

ve AT = —A oldugundan, A bir ters simetrik matristir. Kisaca,
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Ters simetrik matrisin asal kdsegenindeki elemanlarin 0 oldugunu kanitlayiniz.

Coziim

A = |ajj], .., matrisi ters simetrik olsun. Bu durumda, Vi, j icin
ajj = —aji

olacaktir. i = j alinirsa,
ajj = —aji

esitliginden,
23 =0=a; =0

elde edilir. Bu asal késegendeki elemanlarin O oldugunu gosterir.
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Her kare matris, simetrik ve ters simetrik iki matrisin toplami olarak yazilabilir ve bu
yazilis tek tiirliidiir. Kanitlayiniz

Coziim

S simetrik ve T ters simetrik matrisler olmak iizere, herhangi bir A kare matrisi A=S+ T
olacak sekilde S ve T matrislerinin varligini arayalim.

AT =ST 4+ TT=5-T

oldugundan,
T 1 T
A+ A :25:5:§(A+A )
1
ve buradan da, T = = (A— AT) elde edilir.

A = 51 + T; olacak sekilde baska bir yazilis oldugunu kabul edersek, S1 =S ve T1 = T
olmasi gerektigi sonucuna varilir. Yani yazilis tek tiirliidiir.
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Problem

A matrisi ters simetrik matris ise, A> matrisinin de ters simetrik olacagini gésteriniz.

.

Problem

A ve B matrisleri simetrik ise, AB ¢arpiminin simetrik olmayabilecegini gosteriniz.

]
[ .
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Hermityen Matris

Tanim

A, A matrisinin elemanlarinin karmasik(kompleks) esleniklerinin alinmasiyla elde edilen matrisi

. e - T . .. e . .
gostermek tizere, bir A kare matrisi i¢in, A = (A) ise, A matrisine hermitiyen matris denir.

Ornegin,
. 1 1—7 24
A:[lii 11“} ve B=|14+i 2 3-4i
2—i 3+4i 0

matrisleri birer hermityen matristir. A = (A)' ve B = (B) oldugu kolayca goriilebilir. Her
reel simetrik matrisin bir Hermityen matris oldugu aciktir. Bu matrislere dikkat edilirse, asal
kdsegendeki elemanlar reel sayidir. Aklimiza, Hermityen matrislerin asal késegenindeki

elemanlarin reel sayi olup olmayacagi sorusu gelir. Asagidaki 6rnekle bu soruyu yanitlayalim.

v
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Bir hermitiyen matrisin késegen elemanlarinin reel sayi olmasi gerektigini gosteriniz.

Coziim
A= [aj]

nxp kare matrisini alalim. Buna gore,

(A)" = (3]

olacaktir. Buna gore, i = j icin,

ajj = ajj
olmasi gerekir. Bir karmasik sayinin esleniginin kendisine esit olmasi, bu sayinin imajiner
kisminin olmamasi durumunda, yani bir reel sayi olmasi durumunda miimkiindiir. O halde, asal

kosegen elemanlari reel sayi olmalidir.
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Tersinir Matris - Singiiler Matris

Tanim

A ve B, n X n tiriinden kare matrisler olsun. Eger,
AB=BA=1
ise, B'ye A matrisinin tersi (B = A~!) ve A yada B matrisinin tersi (A = B~!) denir. Bir

matrisin tersi var ise, bu matrise regiiler matris veya tersinir matris denir. Eger, matrisin
tersi yok ise, matrise singiiler veya tekil matris denilir. Ornegin,

;2

matrisinin tersi yoktur ve singtlerdir.
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2x2 Matrisin Tersi

NOT

. a . .
A =ad—bc #0ise A= [ c } matrisinin tersi vardir ve

o, 1[d —b
AT=R| ¢ a

d

ile bulunur. Dogrulugunu, AA~! = A=A = | oldugunu géstererek kanitlayabiliriz. Buradaki,
A = ad — bc degerine A matrisinin determinanti denir. Determinanti ve bir matrisin tersinin
bulunmasini daha sonra detayli olarak inceleyecegiz.

\
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A= [ g lll ] matrisinin tersini bulunuz.

A =3-1—2-4 = —5 oldugundan, A‘1=_—5

| 45 .. a1 1] =2 5
A= [ 3 2 ] matrisinin tersini bulunuz. Yamt : A= = 7 [ 3 4 ] :

1[1—4

\
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A ve B, n X n tiiriinden kare matrisler olsun. (AB)~! = B~'A~! esitligi vardir.

(AB) ( ) A (BB’ )A’l AlLA7l = AA~! = |, ve benzer sekilde,
(B 1A ) (AB) = I, oldugundan, tanim geregi AB matrisinin tersi B~1A~! olur. Yani,
)~

(AB)~1 = B1A"L dir. O

Bir matrisin tersi var ise tektir.

A matrisinin tersi, hem C hem de B olsun. Buna gore,

AB=BA=1 ve AC=CA=1se

AB=1=C(AB)=Cl=C=(CA)B=C=IB=C =B=C

elde edilir. Yani, iki farkli tersi olamaz. L]
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. . —il oy
A, n X n tiiriinden bir kare matris olsun. (AT) = (A_l) T esitligi vardir.

(AT) (AT)_l = (AT)_1 (AT) = I yazilabilir. Diger yandan,

AT (AN =(aA) =1T=1 v (ADNTAT=(AA ) =T =

oldugundan, hem (AT)_1 hem de (Afl)T matrisi AT matrisinin tersidir. Fakat bir matrisin
tersi tek oldugundan, (AT)_1 = (Afl)T elde edilir. O

v

Bir A matrisinin tersi varsa ve AB = 0 ise B = 0 oldugunu gosteriniz.

AB = 0 esitliginin her iki tarafi soldan A=t ile carpilisa, A" AB = A~10 esitliginden, B = 0
bulunur.
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Ortogonal Matris

Tanim

Bir A matrisinin tersi, transpozesine esit ise, A matrisine ortogonal matris denir. Yani,
A=l = AT ise A matrisine ortogonal matris denir. Bir matrisin tersini bulmadan da, ortogonal
olup olmadigini kontrol edebiliriz. A=t = AT esitliginin her iki tarafinin A ile carpiimasiyla elde
edilen,

ATA=AAT = |

esitligi saglanirsa, A matrisi ortogonal bir matristir. Ortogonal kelimesi, geometride dik
kelimesiyle esdegerdir. Bir matrise neden ortogonal denildigini, dik olma anlamiyla iliskisini i¢
carpim konusunda gorecegiz.
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Asagidaki matrislerin ortogonal olup olmadiklarini kontrol ediniz.

: 1 2 2 1 2 2
a) A:[fo.see s'“ee] b) B:; 2 2 1| ¢ cz; 2 2 1
s cos 2 -1 2 2 1 -2

a) AAT = [ cosf  sinf } [ SRSl ] - [ 10 ] oldugundan, A ortogonaldir.

—sinf cosf6 sinf@  cos6 01
1 2 2 1 2 2
b)BBT=-12 21 2 2 —1 | # 1 oldugu hemen gériilebilir. Buna gére B

2 -1 2 2 1 2
matrisi ortogonal matris degildir.

1 2 2 1 2 2 100
c) CCT:5 2 -2 1 2 =2 1| =10 1 0| oldugundan, C matrisi de
2 1 -2 2 1 -2 001

ortogonal matristir.
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A ters simetrik ve B ortogonal matris olduguna gore,
B~!AB
matrisinin ters simetrik oldugunu gésteriniz.

v

A ters simetrik ise, At = —A ve B ortogonal ise Bt = Bt olur. O halde,

t

(B'AB)" = B*A" (B7Y)
= B71(-A) (BY)"
=— (B7'AB)

oldugundan, B~ AB matrisi de ters simetriktir.
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Problem

2 X 2 ve 3 X 3 tiiriinden birer ortogonal matris drnegi veriniz.

Problem

A matrisi ortogonal ise tersinin de ortogonal oldugunu gosteriniz.

.

g |
)
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Problem
A ve B matrisleri ortogonal ise, AB ¢arpiminin da ortogonal oldugunu gésteriniz.

Problem

1 —t t+t? 1+t
Her t € R icin, Tiioe 1+t —t  t+t? | matrisinin ortogonal matris oldugunu
TIFE b2 14t —t
gosteriniz.
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Bir Matrisin Iz

Bir kare matrisin, asal kdsegeni tizerindeki elemanlarin toplamina matrisin izi denir. izA ile
gosterilir. Yani,

izZA = i aji

i=1

seklindedir ve asagidaki 6zellikler saglanir
i) iz(A+ B) = izZA+ izB
ii) c € Rigin, iz(cA) = c.izA
iii) iz(AB) = iz(BA)

2 2
2 1 | matrisinin izini bulunuz.
1 2

iZA=aj1 +ayt+az=1+2+2=5"dir. \
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2 2 1 2 2
= | 2 2 1 |({veB= |3 0 0 | olmak izere AB matrisinin izini bulunuz.
1 2 011

| A\

Coziim

3 3
AB = C diyelim. cjj = Za,-k by; oldugundan, iz (AB) = ZC,',‘ =7+5+6 =18 elde edilir.
k=1 i=1

\

Problem
iz (A4 B) = izA+ izB oldugunu kanitlayiniz.

Problem
iz (AB) # izA - izB oldugunu kanitlayiniz.
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Birinci Elemanter Satir Operasyonu

Tanim
Bir A matrisi verilsin. A matrisinin satirlari (veya siitunlan) iizerinde yapilan asagidaki ii¢ cesit
isleme elemanter satir (veya siitun) islemleri denir.

1) A matrisinin herhangi iki satirini (veya siitununu) kendi aralarinda yer degistirmek. i — inci
satir ile j — inci satirin yer degistirilmesi islemini S; < 5; seklinde gosterecegiz. Ornegin,

0 0 19 1 2 31
02 -4 6| 5185 0 2 -4 6
12 31 0 0 19

A\
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Ikinci Elemanter Satir Operasyonu

Tanim

I1) A matrisinin herhangi bir satirini (veya siitununu) sifirdan farkli bir sayi ile garpmak.
i — inci satirin bir A € R ile carpilmasini, S; — AS; seklinde gosterecegiz.

00 19 0 0 1 9
0 2 —4 6 S, — 25 0 4 -8 12
12 31 12 3 1
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Uciincii Elemanter Satir Operasyonu

Tanim

1) A matrisinin herhangi bir satirni (veya siitununu) sifirdan farkli bir sayi ile ¢arpip baska bir
satirina (veya siitununa) eklemek. i — inci satirin bir A katinin, j — inci satira eklenmesini,
S; — 5; + AS; seklinde gosterecegiz.

0 0 1 9 0 01 9
0 2 —4 6 S5 — S5, +25; 2 6 2 8
1 2 31 1 2 31

Siitunlarda yapilan elemanter operasyonlarini, kolon kelimesinin ilk harfi olan K ile
gosterecegiz. Asagidaki drnekleri inceleyiniz.
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Denk Matrisler

Tanim

A ve B matrisleri ayni tiirden iki matris olsun. B matrisi, A matrisi tizerinde yapilacak
elemanter satir (veya kolon) islemleri sonucu elde edilebiliyor ise A ile B matrisine denk
matrisler denir. Bu durum A ~ B seklinde gosterilir.

[ } i ] matrisinin birim matrise denk bir matris oldugunu gdsteriniz.

A\

Elemanter operasyonlari uygulayarak gérelim.

1 2 1 2 1 0 10
11 55— S, — 5 0 —1 51— S1+ 25, 0 -1 S5H— -5 01
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Eselon Form - Pivot

Tanim

Bir matrisin tamami sifir olmayan herhangi bir satirindaki en solda bulunan sifirlarin sayisi, bu
satirdan bir 6nceki satirin en solundaki sifirlarin sayisindan en az bir fazla ise bu matrise eselon
formdadir denir. Bu tanima gore, eselon formdaki bir matrisin bir satiri tamamen sifir ise, bu
satirin altindaki tiim satirlar da tamamen sifir olmalidir. Eselon formdaki bir matriste, her
satirdaki soldan sifirdan farkh ilk elemana pivot denir. Eselon formdaki bir matriste, matrisin
sol tarafinda bulunan sifirlar merdiven seklinde basamaklar olusturduklari icin, matrisin
basamak bigimi tanimi da kullanilir. Asagidaki matrislerin her biri eselon formdadir.

1 50 9 25 0 15 09 0150
01 —4 0 2 —4°6

00 2 6|, , , /0 0 2 2

0 001 00 3 00 00 0 0 0 3
0 0 O 00 0O
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Eselon Formda Olmayan Matris Ornekleri

Asagidaki matrisler ise, eselon formda degildir. Ciinkii, birinci matriste, 4'iincii satirda en
soldaki sifir sayisi 1'dir ve bir 6nceki iiciincii satirdaki en soldaki sifir sayisindan 1 fazla degildir.
Yine ikinci matriste ise, iictinci satirdaki soldaki sifir sayisi, bir 6nceki satirin soldaki sifir
sayisindan en az 1 fazla degildir. Son matriste de, iciincii satirin tamami sifir oldugundan, bu
satirin altindaki satirlarin da tamamen sifir olmasi gerekirdi.

35 6 3 1 15
0 2 -5 4 8 é ? ve 017
00 51 00 3 0 00
01 00 0 0 3

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler MATRISLER M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 52 /91



Indirgenmis Eselon Form

Tanim

Bunun yaninda, eselon formdaki bir matriste her satirdaki soldan sifirdan farkli ilk eleman 1 ise
ve bu ilk 1'in oldugu siitundaki geri kalan tiim elemanlar 0 ise bu matrise indirgenmis eselon
formdadir denir. Ornegin asagidaki matris indirgenmis eselon formdadir.

102 0 2
01001
0 001 4
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Eselon Forma Doniistiiriilmiis Matris

Tanim

Herhangi bir A matrisine elemanter satir islemleri uygulanarak, A matrisine denk olan eselon
matris elde edilebilir. Bu sekilde elde edilen matrise A matrisinin eselon forma
donistiiriilmiis matrisi denir.

| N\

Ornek
112 2

A= |1 2 3 2 | matrisini elemanter satir operasyonlanyla eselon forma getiriniz.
1241
112 2 112 2 112 2
1232?2:?:?0110 6 .s._s |01 10
1 24 1| 3728721 g1 2 —1| B372%72 10901 -1

A\
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Bir Matrisin Ranki

Tanim

Bir A matrisi verilsin. A matrisini elemanter satir operasyonlari yaparak eselon forma
getirebiliriz. A matrisinin eselon formunda, en az bir elemani sifirdan farkl olan satir sayisina A
matrisinin ranki denir ve Rank(A) ile gosterilir. Ozel olarak, herhangi bir sifir matrisinin ranki
0 kabul edilir.

Orneéin,
1 0 3
0 0 2
0 00O
0 0O

matrisi eselon formdadir ve, en az bir elemani sifirdan farkli olan 2 satir (ilk iki satir)
oldugundan, ranki 2'dir.
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1 2 1
2 11 e

A= 1 -1 0 matrisinin rankimi bulunuz.
3 3 2

Coziim

| \

Once, A matrisine elemanter satir operasyonlari uygulayarak eselon forma getirelim.

1 2 1 1 2 1 1 2 1
2 1 1 552:552__2? 0 3 -1| $—=5-5 |0 -3 -1
1 -1 0| 2727 0 |0 -3 -1| §%=5-5 |0 0 0
3 3 2| 2" |o -3 -1~ L0 0 0O

matrisinde, tiim elemanlari sifir olmayan satir sayisi 2 oldugundan, Rank A = 2 dir.
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1 2 —1

A= 2 =l matrisinin rankim bulunuz
1 -3 4 ’
1 7 —6

v

Once, A matrisine elemanter satir operasyonlari uygulayarak eselon forma getirelim.

2 —1
—1 3 52—> 52 —251
-3 4 S3—> 53 — 51
7 —6 54—> 54 — 51

2 —1 1
—5 5 0
—5 5 55— 53— 5 0

5 —5 S4— 54+ S 0

_

= =N
o O O =
O O 01N
O O O =

matrisinde, tiim elemanlari sifir olmayan satir sayisi 2 oldugundan, Rank A = 2'dir.
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Problem

1 11
1 2 2 .

A= 5 3 3 matrisinin rankini bulunuz.
01 1
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Problem

11 1
1 2 2 S .

A= > k 3 matrisinin ranki 2 ise k + m kactir.
1 2 m

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) MATRISLER M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 59 / 91



Problem

1 2 -1 0 1
3 1 -1 2 .
A= 0 —1 5 0 1 matrisinin rankini bulunuz.

-2 -1 0 -1 0

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) MATRISLER M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 60 / 91



Problem

3 1 — .
A= 5 1 0 matrisinin rankini bulunuz.
1 -3 1

)

J
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Elemanter Satir Operasyonlariyla Ters Bulma

NOT

Bir A = lajj] .., matrisinin tersini bulmakta kullanacagimiz bu yéntemi biraz daha
kolaylastirabiliriz. Bunun igin, A matrisinin sag tarafina bir I, , matrisi yazilir ve boylece,

[A: 1] biciminde n x 2n tiiriinden bir matris elde edilir. Bu matrisin sol tarafindaki A matrisini
birim matrise déniistiirmek icin, [A : || matrisine elemanter satir operasyonlari uygulanir. A
matrisi birim haline geliyorsa, tersi vardir ve sag tarafta bulunan | matrisinden elemanter satir
operasyonlari sonucunda elde edilen matris A~* matrisi olur.

Kisaca,

Elemanter Satir islemleri Uygulayarak A’y birim 1
I:A | I yap. Bu islemler, | matrisini de A~!’e doniistiiriir. I:I | A :l

seklinde aciklayabiliriz.  Bir 6nceki 6rnegin, bu sekilde nasil ¢oziildiigiinii gérelim.
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A= [ i i ] matrisinin tersini bulunuz.

Once A matrisini, sag tarafa da | birim matrisi yazip [A | 1] formunda yazalim. Simdi, A
matrisini birim matrise doniistiirecek sekilde elemanter satir operasyonlari yapalim.

12|10 1 2] 1 0 1 0| -12
[1 1’0 1]M[o —1‘—1 1} 17 525 [0 —1‘—1 1]

10 -1 2 1
oldugundan, A~! = [ _11 _21 ] olur
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1 21
A= |1 3 0 | matrisinin tersini bulunuz.
111

v

Once A matrisini, sag tarafa da | birim matrisi yazip [A | 1] formunda yazalim. Simdi, A
matrisini birim matrise donlistiirecek sekilde elemanter satir operasyonlari yapalim.

121100 1 2 1] 100
130010?:?:?01—1—110
111001 2" "2 ]0 -1 0] -101
1 2 1| 10 0
0 1 —-1[-11 0
3Rt | g g 1] 21 1

MATRISLER M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 64 / 91
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S oS4s |12 o111

e ol2lo1 0] 10 -1

223 lo0 1 21 1]
10 0] -31 3
01 0| 10 —1

U T2% g g 1| 21 1)
100 -3 1 3
010 1 0 —1

S3— -5

BB oo 1| 2 -1 -1
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A= € M (Z3) matrisinin tersi varsa bulunuz.

- =N
N O =
N = =

V.

Once A matrisini, sag tarafa da | birim matrisi yazip [A | 1] formunda yazalim. A matrisi Z3
kiimesinde tanimlidir. Yani, {0,1,2} elemanlarindan olusan mod 3 'de islemlerimizi yapacagiz.
3 = 0(mod3) oldugunu unutmayiniz. Ornegin, asagidaki ilk elemanter operasyonda ilk satirlari
diger satirlara toplayarak, ilk siitundaki 2'nin altindaki elemanlari 3 = 0 yaptik. Buna gore,

S — S5+ 5
S3— 53+ 5

—_

211|100 211|100
1 017010 012|110
1 221001 000|101

elde edilir ki, sol taraftaki matrisin ranki 2 oldugundan, artik 3 X 3 tiiriinden birim matris elde
etmemiz miimkiin degildir. Bu A matrisinin tersinin olmadigini gosterir.

\
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Problem

1
A= |1
1

matrisinin tersini bulunuz.

N O
N = =
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Problem

1
C=]2
1

matrisinin tersini bulunuz.

N = =
N = =
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1 -2 2

K=1|2 -1 -2 matrisinin tersini bulunuz.
2 2 1
1110
1 011 . ..

B = 12 91 matrisinin tersini bulunuz.
0 011

Problem

S
I

N
w
=

€ M (Zs) matrisini tersini bulunuz.

[y
N
N
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Problem
111
E=11 0 2 | €M(Zs3) matrisini tersini bulunuz.
2 10
Problem
1 2 3
F=12 3 1| €M(Z,) matrisinin tersi olmadigina gére p asal sayisi kactir?
311
Problem
1 110
1 011 . .
G = 111 1 matrisinin tersini bulunuz.
0 0 1 1
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Problem

0
1
H_l
0

matrisinin tersini bulunuz.

o= O
[l e e
= = = O

)
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3

2 0 4 5 2 1.
A:[ }ve B:[1 3 4} ise A+B=C=[cjj| icin chk

A) 11 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15
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6

2 | ise AB = C = [cjj] ise, o1 =?
1

13

D) 24 E) 16

N
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A, B, n X n tiiriinden matrisleri icin, asagidakilerden hangileri yanlstir?

. (A+B)?> =A2+24B+ B> Il (A+1,)> = A24+2A+1,
. A2 =1, ise A= I,'dr. IV. A2 =0, ise A=0,dr.
A)lvelll B)llvelV C)lvelV D)IllivelV  E)LIIvelV

N
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SORU

Matrislerdeki islemlerle ilgili asagidakilerden kac tanesi yanhstir?
I. Carpma isleminin birlesme &zelligi vardir.

[I. Carpma islemine goére her elemanin tersi vardir.

[1l. Carpma isleminin degisme 6zelligi vardir.

IV. Toplama islemine gére her elemanin tersi vardir.

A)O B)1 C)2 D) 3 E) 4
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A = [aj],,5 ve B = [bjjl;,, matrisleri veriliyor. AB = C = [c;j| ise, c35 asagidakilerden
hangisine esittir?

3 3 3 4 3
A) ) aybs  B) Y askbe  C) ) askbye D) Y askbke  E)) bskawe
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

N
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o i
a; = (i—j) ve bj = —= J

+J

AB = C = [cjj] ise, c3p =?
28 16 19 24 17
A) 3 B) 3 C) 3 D) 3 E) 3

)
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Asagidaki matrislerin ka¢ tanesi ters simetriktir?

ol (S ol e [

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

N
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Asagidaki matrislerin ka¢ tanesi ortogonaldir?
10 0 1 0 —1 3/5 4/5 cosf sinf
o 1|'"{-10|"|]0 O |"| —4/5 3/5|" | sin@ cosf

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

)
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| 5/13 a
A‘[ b 5/13

5
A) 0 B) 3

] matrisi ortogonal ise |a- b| =?

25 144
D

169 169 1

N
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SORU

-2 6 S : : o . . .
A= [ 4 ] matrisi simetrik ve ters simetrik iki matrisin toplami olarak yazilirsa, simetrik

matris hangisi olur?

o ) B Gl I R Gl
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A matrisi ters simetrik ise, asagidakilerden hangisi ters simetrik olmayabilir?
A) A3 B) A2 C) A° D) —A E) 2A

)
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ortogonal matris ise, a> + b> kactir?

_ | a+tb b—a
A_[a—b b+ a
A) 1 B) 2 C) 1/2 D) 2 E) 0

)
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C = 7 3 =2 6 | matrisi ortogonal matris ise x =?
6 x -2
A) 1 B) 2 C)s3 D) -3 E) -2

)
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Asagidakilerden kac¢ tanesi dogrudur?

|. A=l = Alise A simetriktir. Il. AT = —Aise A ters simetriktir.
lIl. A=1 = A ise A ortogonaldir. IV. A’ = | ise A matrisinin tersi kendisidir.
A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)O

N
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] matrisinin ranki kactir?
2

D) 4 E) 0
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Elemanlari Zs cismine ait olan , matrisinin tersi yoksa a =?

w oL AN
w = W

3
0
1
Cc

A) 1 B) 2 D) 4 E) 0

)
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SORU

1 0 2
A= 1 —1 0 | matrisinin tersi hangisidir?
-1 11
1 1 0 1 2 2 1 -2 -2 1 -2 -2
A)| -2 31|B)|-1 -3 -2|C)|1 -3 -2|E)|1 -3 -2
-2 -2 1 0 -1 1 1 1 1 0 1 1
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0 1 1
1 0 0 | € Msy3(Z3) matrisinin tersi hangisidir?
101
010 010 010 010 010
A|l221(B|111]c|110[D)|121]E)]|1 12
0 21 01 1 0 0 1 0 21 0 21

S
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% olarak tanimlaniyor. Buna gore,
i

N

J
A= lajly0 3 = T+ ve B = [bjjlyg,3. bj =
AB = C = [cjj] carpminda c1 elemani kagtir?
A) 3/7 B) 5/12 C)1/4 D) 7/12 E) 11/12
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