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Düzlem ve Düzlemin Normal

Tanım
R3 uzayında, iki boyutlu olan, eğrilmeyen düz geometrik yapıya düzlem denir. Bir doğru ile bu
doğrunun dı̧sındaki bir noktayıiçinde bulunduran bir tek düzlem vardır. Düzlem içindeki bir
doğruya dik olan bir vektör, düzlem içindeki tüm doğrulara diktir. Düzlem denklemini en basit
olarak, vektörleri ve iç çarpımıkullanarak ifade edebiliriz. Düzleme dik olan bir vektör, düzlem
üzerindeki tüm vektörlere dik olacağından, iç çarpımlarısıfır olacaktır. O halde, düzlem
denklemini belirlemede en önemli vektör, düzleme dik olan vektördür. Bu vektöre düzlemin
normali diyeceğiz ve

−→
N harfi ile göstereceğiz.

−→
N birim vektör ise,

−→
N’ye düzlemin birim

normali diyeceğiz.

P(x0,y0,z0)

X

( , , )N= A B C
r
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Teorem

R3 uzayında, bir P (x0, y0, z0) noktasından geçen ve
−→
N = (A,B,C ) vektörüne dik olan

düzlemin denklemi
A (x − x0) + B (y − y0) + C (z − z0) = 0

eşitlĭgiyle belirlidir.

P(x0,y0,z0)

X

( , , )N= A B C
r

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) DÜZLEM DENKLEMİ M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 3 / 130



Kanıt.

P(x0,y0,z0)

X

( , , )N= A B C
r

X (x , y , z) düzlemin değişken noktasınıgöstermek
üzere,

−→
PX vektörü daima,

−→
N vektörüne diktir. O halde,

<
−→
PX ,
−→
N >= 0

eşitliği sağlanmalıdır.
P (x0, y0, z0) ve

−→
N = (A,B,C ) olmak üzere,

〈(x − x0, y − y0, z − z0) , (A,B,C )〉 = 0

eşitliğinden,
A (x − x0) + B (y − y0) + C (z − z0) = 0

elde edilir. Bu eşitlik düzenlenirse, düzlem denklemlerinin

Ax + By + Cz = Ax0 + By0 + Cz0 = D

formunda olacağıgörülebilir.
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Örnek

P (1, 2, 3) noktasından geçen ve
−→
N = (2, 3, 1) vektörüne dik olan düzlemin

denklemini bulunuz.

Çözüm
2 (x − 1) + 3 (y − 2) + 1 (z − 3) = 0 eşitlĭginden, 2x + 3y + z = 11 elde edilir.
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Sonuç

R3 uzayında xyz dik koordinat sistemine göre verilen,

Ax + By + Cz = D

formundaki bir düzlem denklemine göre, dĕgişkenlerin katsayılarıile oluşturulan−→
N = (A,B,C ) vektörü, bu düzlemin normal vektörüdür.

Örnek
2x+ 3y− z = 12 düzleminin birim normalini yazınız.

Çözüm
x , y , z koordinat eksenlerinin katsayılarıdüzlemin bir normal vektörü oldŭgundan, bu düzlemin
normali

−→
N = (2, 3,−1) ve birim normali de

−→
N 0 =

∓1√
14
(2, 3,−1)

vektörü olur.
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Örnek
x− 1
2

= y− 2 = z− 1
4

doğrusuna dik olan ve P (1, 1, 2) noktasından geçen düzlemin
denklemini bulunuz.

Çözüm
Burada düzlemin normali aslında dolaylıolarak verilmiş. Dŏgru düzleme dik oldŭgundan,
doğrunun doğrultmanı, düzlemin normali olarak alınabilir. Şekli inceleyiniz. Buna göre,−→
N = −→u = (2, 1, 4) oldŭgundan, düzlem denklemi :

2 (x − 1) + 1 (y − 1) + 4 (z − 2) = 0

eşitlĭginden, 2x + y + 4z = 11 bulunur.

d

ω

( , , )N= A B C
r

( , , )u= a b cr
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Örnek
2x+ 3y+ 5z = 12 düzlemine dik olan ve P (1, 2, 3) noktasından geçen doğru
denklemini yazınız.

Çözüm
Dŏgru düzleme dik ise, dŏgrunun dŏgrultmanıdüzlemin normali olarak alınabilir. Buna göre,
−→u = −→N = (2, 3, 5) oldŭgundan, dŏgru denklemi :

x − 1
2

=
y − 2
3

=
z − 3
5

olur.
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Problem

P (1, 0, 1) noktasından geçen ve
−→
N = (0, 2, 1) vektörüne dik olan düzlemin denklemini

bulunuz.
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Problem

P (1, 2, 3) noktasından geçen ve
−→
N = (0, 0, 1) vektörüne dik olan düzlemin denklemini

bulunuz.

Problem
x − 1
2

=
y
3
=
z − 1
4

dŏgrusuna dik olan ve P (1, 1, 2) noktasından geçen düzlemin denklemini

bulunuz.
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Örnek

x = 2 denkleminin, R uzayında, R2 uzayında ve R3 uzayında hangi geometrik şekilleri
gösterdiğini yazınız.

Çözüm
x = 2, R uzayında bir nokta belirtir.
x = 2, R3 uzayında bir dŏgru belirtir.
x = 2, R3 uzayında bir düzlem belirtir. (Normali

−→
N = (1, 0, 0) olan ve (2, y0, z0) noktasından

geçen düzlem)

x

y

2

0 2
0

R  de  x=2

R3 de  x=2x

y

z

2

R2 de  x=2
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Problem
Aşăgıdaki denklemleri verilen düzlemlerin normal vektörlerini yazınız.
a) 2x + 3y + z = 2

−→
N =

b) x − 3y + 2z = 4 −→
N =

c) x + 3y = 0
−→
N =

d) x + 5z = 3
−→
N =

e) x = 2
−→
N =

Problem

P (1, 3, 4) noktasından geçen ve
−→
N = (0, 1, 0) vektörüne dik olan düzlemin denklemini

bulunuz.
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Hiperdüzlem Ne Demektir?

Hiperdüzlem : Rn uzayında, verilen bir
−→
N vektörüne dik olan vektörler kümesinin gerdiği

uzaya hiperdüzlem denir. Rn uzayında, bir hiperdüzlem n− 1 vektör tarafından gerilir ve n− 1
boyutludur. Bu n− 1 vektörle birlikte −→N vektörü, Rn uzayının bir tabanıolur. Bir hiperdüzlem
daima bulunduğu uzayı iki kısma ayırır. Rn uzayında bir hiperdüzlemin denklemini en genel
şekilde,

A1x1 + A2x2 + · · ·+ Anxn = D

formunda vermek mümküdür. Ayrıca, R3 uzayındaki yöntemle de denklemi bulunabilir.
Örneğin, R4 uzayında,

−→
N = (A1,A2,A3,A4) vektörüne dik olan ve P (p1, p2, p3, p4) nok-

tasından geçen hiperdüzlem denklemini, <
−→
PX ,
−→
N >= 0 eşitliğini kullanarak, X (x1, x2, x2, x4)

değişken nokta olmak üzere,

A1 (x1 − p1) + A2 (x2 − p2) + A3 (x3 − p3) + A4 (x4 − p4) = 0

denklemiyle verebiliriz.
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Örnek

R4 uzayında,
−→
N = (1, 2, 3, 4) vektörüne dik olan ve P (2, 3, 1, 1) noktasından geçen

hiperdüzlemin denklemini bulunuz.

Çözüm

<
−→
PX ,
−→
N >= 0 eşitlĭgini kullanarak,

1 (x1 − 2) + 2 (x2 − 3) + 3 (x3 − 1) + 4 (x4 − 1) = 0

eşitlĭginden, x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 15 bulunur.

Örnek

R5 uzayında verilen, 2x1+x2+x4−x5 = 10 hiperdüzleminin birim normalini bulunuz.

Çözüm
−→
N =

∓1√
7
(2, 1, 0, 1,−1)’dir.
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Problem

P (1, 1, 1, 1, 1) noktasından geçen ve
−→
N = (2, 1, 3, 0, 4) vektörüne dik olan hiperdüzlemin

denklemini bulunuz.
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Problem
R4 uzayında verilen x2 − 3x3 + x4 = 10 hiperdüzleminin birim normalini bulunuz:
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Üç NoktasıVerilen Düzlem Denklemi

Bir düzlemin normal vektörü daima açıkça verilmeyebilir. Örneğin, düzlemin sadece doğrusal
olmayan üç noktasıverilmiş olabilir.
1. Vektörel Çarpımla Düzlemin Normal Vektörü Bulunabilir.
Bunun için, düzlem üzerinde verilen doğrusal olmayan üç noktayıkullanarak oluşturacağımız
herhangi iki vektörün vektörel çarpımı, bize düzlemin normal vektörünü verecektir. Şekilden de
görüldüğü gibi, düzlemin doğrusal olmayan üç noktasıP,Q,R olsun.
Bu durumda,

−→
PR ×−→PQ vektörel çarpımı, düzleme dik olacağından,

−→
N =

−→
PR ×−→PQ alınabilir.

P(x1,y1,z1)
X(x,y,z)

Q(x2,y2,z2)

R(x3,y3,z3)

N PR PQ= ×
ur uuur uuur
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Örnek
P (2, 1, 0) , Q (2, 2, 1) , R (0, 2, 2) noktalarından geçen düzlemin denklemini bulunuz.

Çözüm
−→
PR = (−2, 1, 2) ve −→PQ = (0, 1, 1) oldŭgundan,

−→
N =

−→
PR ×−→PQ =

∣∣∣∣∣∣
i j k
−2 1 2
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (−1, 2,−2)
bulunur. Buradan, düzlem denklemi :

(−1) (x − 2) + 2 (y − 1) + (−2) (z − 0) = 0

eşitlĭginden, −x + 2y − 2z = 0 bulunur.
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Problem
P (2, 1, 1) , Q (0, 2, 1) , R (1, 3, 2) noktalarından geçen düzlemin denklemini bulunuz.
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Düzlemde Bulunan Üç Vektörün Lineer Bağımlıdır

Teorem
R3 uzayında, P(x1,y1,z2), Q(x2,y2,z2) ve R(x3,y3,z3) noktalarından geçen düzlemin denklemi :∣∣∣∣∣∣

x − x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0
dir.

P(x1,y1,z1)

X(x,y,z)

Q(x2,y2,z2)

R(x3,y3,z3)
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Kanıt.
Verilen P,Q,R noktalarından biri başlangıç noktasıkabul edilerek, üç vektör oluşturalım. X
değişken noktayıgöstermek üzere,

−→
PX ,
−→
PQ ve

−→
PR vektörleri aynıdüzlemde olduklarından

lineer bağımlıdırlar. (Şekli inceleyiniz.)

P(x1,y1,z1)

X(x,y,z)

Q(x2,y2,z2)

R(x3,y3,z3)

Buna göre, det(
−→
PX ,
−→
PQ,
−→
PR) = 0 determinantıbize düzlem denklemini verir. O halde,

P(x1,y1,z2), Q(x2,y2,z2) ve R(x3,y3,z3) noktalarıiçin,

∣∣∣∣∣∣
x − x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0 veya

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0
eşitliği bize, düzlemin denklemini verecektir.
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Örnek
P (2, 1, 0) , Q (2, 2, 1) , R (0, 2, 2) noktalarından geçen düzlemin denklemini bulunuz.

P(x1,y1,z1)

X(x,y,z)

Q(x2,y2,z2)

R(x3,y3,z3)

Çözüm
−→
PR = (−2, 1, 2) ve −→PQ = (0, 1, 1) oldŭgundan,∣∣∣∣∣∣

x − 2 y − 1 z − 0
2− 2 2− 1 1− 0
0− 2 2− 1 2− 0

∣∣∣∣∣∣ = 0
eşitlĭginden, x − 2y + 2z = 0 bulunur.
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Problem
P (1, 1, 1) , Q (2, 3, 1) , R (4, 2, 2) noktalarından geçen düzlemin denklemini bulunuz.

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) DÜZLEM DENKLEMİ M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 23 / 130



Verilen iki doğruya paralel düzlemin denklemi

Eğer bir düzlem, iki doğruya paralel ise, bu doğruların doğrultu vektörlerine de paraleldir.
Bu durumda, düzlemin normal vektörü, doğruların doğrultman vektörlerine dik olacaktır.
Doğruların doğrultmanları−→u 1 ve −→u 2 olmak üzere,

−→
N = −→u 1 ×−→u 2 alınabilir. Böylece,

normali ve bir noktasıbilinen düzlem denklemini bulabiliriz. Buna göre, P düzlem üzerinde bir
nokta ve X düzlem üzerinde herhangi bir noktayıgöstermek üzere,〈−→u 1 ×−→u 2,−→PX〉 = det (−→u 1,−→u 2,−→PX) = 0
eşitliği düzlem denklemini verir.
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Örnek
x− 1
2

=
y− 1
2

= z ve
x− 1
2

=
z− 2
3

, y = 1 doğrularına paralel olan ve P (1, 2, 3)
noktasından geçen düzlemin denklemini bulunuz.

Çözüm

Dŏgruların dŏgrultmanları, −→u 1 = (2, 2, 1) ve −→u 2 = (2, 0, 3) biçimindedir. P (1, 2, 3) için,

det
(−→u 1,−→u 2,−→PX) =

∣∣∣∣∣∣
x − 1 y − 2 z − 3
2 2 1
2 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 6x − 4y − 4z + 14 = 0
eşitlĭginden, 3x − 2y − 2z = −7 elde edilir.
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Problem
x
2
=
y − 1
3

= 1− z ve x − 1 = y − 2
3

, z = 1 dŏgrularına paralel olan ve P (1, 2, 3)

noktasından geçen düzlemin denklemini bulunuz.
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İki Düzlemin Birbirine Paralel Olması

İki düzlem birbirlerini kesmiyorlar ise paraleldirler. İki
düzlem birbirini kesiyorsa bir doğru boyunca keser. ω1

ve ω2 düzlemlerinin normalleri sırasıyla
−→
N 1,
−→
N 2 olmak

üzere, ω1 ve ω2 düzlemlerinin paralel olmasıiçin−→
N 1 ‖

−→
N 2 olmalıdır. Yani;−→

N 1 = (A1,B1,C1) ve
−→
N 2 = (A2,B2,C2) ise

A1
A2
=
B1
B2
=
C1
C2
= k

olmasıgerekir.
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Örnek
2x− 3y+ 4z = 3 düzlemine paralel olan ve P (1, 2, 3) noktasından geçen düzlemin
denklemini yazınız.

Çözüm
Düzlemler paralel olacăgından, normalleri aynıalınabilir. Buna göre,

2 (x − 1)− 3 (y − 2) + 4 (z − 3) = 0

eşitlĭginden, 2x − 3y + 4z = 8 düzlemi elde edilir.
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İki Düzlemin Dik Olması

İki düzlemin dik kesişmesi için

−→
N 1 ⊥

−→
N 2

olmasıgerekir. Buna göre〈−→
N 1,
−→
N 2

〉
= 0

olmalıdır. Yani;
−→
N 1 = (A1,B1,C1) ve−→

N 2 = (A2,B2,C2) ise

A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0

olmasıgerekir.
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Örnek
2x− 3y+ z = 3 ve x+ ky+ 2z = 4 düzlemlerinin dik kesişmesi için k kaç olmalıdır?

Çözüm
−→
N 1 = (2,−3, 1) ve

−→
N 2 = (1, k, 2) oldŭgundan, 〈

−→
N 1,
−→
N 2〉 = 0 eşitlĭgine göre,

2− 3k + 2 = 0 olmalıdır. Buradan k = 4/3 bulunur.

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) DÜZLEM DENKLEMİ M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 30 / 130



İki Düzlem Arasındaki Açının Bulunması

İki düzlem arasındaki açıyı da, yine normalleri
yardımıyla kolayca bulabiliriz.

cos θ =

〈−→
N 1,
−→
N 2

〉
‖−→N 1 ‖‖

−→
N 2 ‖

değeri, düzlemler arasındaki açıyı verir. Bu değer
pozitif ise, düzlemler arasındaki dar açının kosinüsü,
negatif ise, düzlemler arasındaki geniş açının kos-
inüsü bulunmuş olur.
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Örnek
2x− y+ 2z = 3 ve x− 2y+ 2z = 4 düzlemleri arasındaki açıyıbulunuz.

Çözüm
−→
N 1 = (2,−1, 2) ve

−→
N 2 = (1,−2, 2) oldŭgundan,

cos θ =

〈−→
N 1,
−→
N 2

〉
‖−→N 1 ‖‖

−→
N 2 ‖

=
2+ 2+ 4
3 · 3 =

8
9

bulunur. O halde, θ = arccos
8
9
olur.
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Problem
x − 3y + 2z = 5 düzlemine paralel olan ve P (1, 2, 3) noktasından geçen düzlemin denklemini
yazınız.
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Problem
x − ky + z = 3 ve kx + 2y + 3z = 4 düzlemlerinin dik kesişmesi için k kaç olmalıdır?

Problem
x − 2y + z = 3 ve x − y + z = 3 düzlemleri arasındaki açının kosinüsünü bulunuz.
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İki Düzlemin Arakesit Doğrusunun Denkleminin Bulunması

İki düzlemin arakesit doğrusunun bulunmasıdemek, iki düzlemin denklemlerinin ortak
çözümünün bulunmasıdemektir. İki farklıyöntemle arakesit doğrusu bulunabilir.
1. Denklemdeki herhangi değişkene bir parametre verilerek denklem çözülür. Bu parametreye
uygun olarak doğru denklemi bulunur.
2. Her iki düzlemi de sağlayan bir nokta bulunur. Düzlemlerin normallerinin vektörel çarpımı
aranan arakesit doğrusunun doğrultmanıolacağından, doğru denklemine ulaşılabilir.

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) DÜZLEM DENKLEMİ M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 35 / 130



Örnek
2x− y+ 2z = 3 ve x− 2y+ 2z = 4 düzlemlerinin arakesit doğrusunun denklemini
bulunuz.

Çözüm
1. Yol. y = t diyelim. Buna göre, {

2x + 2z = 3+ t
x + 2z = 4+ 2t

yazılabilir. Birinci denklemden, ikinci denklemi taraf tarafa çıkarırsak, x = −1− t ve buradan
da, z = (3t + 5) /2 elde edilir. Böylece, arakesit dŏgrusunun denklemi, parametrik olarak,
x = −1− t, y = t, z = (3t + 5) /2 biçiminde verilebilir. Kartezyen denklemini bulmak için,
t’yi tek başına bırakarak yazarız. Buna göre,

t =
x + 1
−1 = y =

2z − 5
3

olur.
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Çözüm

2. Yol. Her iki düzlemi de săglayan bir ortak nokta bulalım. Örnĕgin, y = 0 alınırsa,{
2x + 2z = 3
x + 2z = 4

denklem sisteminden, x = −1 ve z = 5/2 olur. Yani, P (−1, 0, 5/2) noktasıarakesit
dŏgrusunun bir noktasıdır. Dŏgrultmanıise,

−→u = −→N 1 ×
−→
N 2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

2 −1 2
1 −2 2

∣∣∣∣∣∣ = (2,−2,−3)
oldŭgundan, arakesit dŏgrusu :

x + 1
2

=
y
−2 =

z − 5/2
−3 elde edilir.
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Problem
x + y + z = 5 ve 2x + y − z = 1 düzlemlerinin arakesit dŏgrusunun kartezyen denklemini
bulunuz.
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Bir Doğru ile Bir Düzlemin Birbirine Göre Durumları

Bir doğru ile bir düzlem için, üç durum söz konusudur.
1. Doğru düzleme paraleldir.
2. Doğru düzlemin içindedir.
3. Doğru düzlemi keser.

Şimdi bu durumlarıayrıayrıinceleyelim.
Bir

d :
x − x1
a

=
y − y1
b

=
z − z1
c

bir doğrusu ile, bir
ω : Ax + By + Cz +D = 0

düzlemi verilsin. Buna göre, doğrunun doğrultmanı−→u = (a, b, c) ve düzlemin normali ise−→
N = (A,B,C ) olmak üzere, doğru ve düzlemin birbirlerine göre durumlarınıinceleyelim.
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1. Bir Doğrunun Bir Düzleme Paralel olması

Doğru düzleme paralel ise, doğrunun doğrultmanıile düzlemin normali birbirine dik olur. O
halde,

Doğru // Düzlem ⇔ −→u ⊥ −→N ⇔ < −→u −→,N >= 0 ⇔ aA+ bB + cC = 0

şeklinde ifade edebiliriz.
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Örnek
2x− 3y+ z = 5 düzlemine paralel olan ve orjinden geçen üç doğru yazınız.

Çözüm

Düzlemin normali,
−→
N = (2,−3, 1)’dir. Dŏgrunun paralel olmasıiçin, dŏgrunun dŏgrultmanı

normale dik olmalıdır. Buna göre, < −→u −→,N >= 0 olacak şekilde −→u vektörleri seçmeliyiz.
1. −→u 1 = (1, 1, 1)⇒ x = y = z ;

2. −→u 2 = (2, 1,−1)⇒
x
2
= y = −z ;

3. −→u 2 = (1,−1,−5)⇒ x = −y = z
−5 ;

seçilebilir. Siz de, bunların dı̧sında dŏgrular bulunuz.
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2. Bir Doğrunun Bir Düzlem İçinde Olması

Doğru düzlemin içinde ise, doğrunun tüm noktalarıdüzlem denklemini sağlamalıdır. Ayrıca,
doğrunun doğrultmanıile düzlemin normali birbirine dik olur. O halde, P (x0, y0, z0), doğrunun
bir noktasıolmak üzere,

doğru düzlemin içindedir ⇐⇒
{

Ax0 + By0 + Cz0 +D = 0
−→u ⊥ −→N ⇐⇒ aA+ bB + cC = 0

şeklinde ifade edebiliriz.

d

ω

( , , )N= A B C
r

( , , )u a b c=
r
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Örnek
2x− 3y+ z = 5 düzleminin içinde bulunan ve P (2, 1, 4) noktasından geçen bir doğru
yazınız.

Çözüm
Dŏgru,

x − 2
a

=
y − 1
b

=
z − 4
c

formunda olmalıdır. Bu dŏgrunun dŏgrultmanı, düzlemin normaline, yani
−→
N = (2,−3, 1)

vektörüne dik olmasıgerektĭginden, −→u = (1, 1, 1) alınabilir. Buna göre,

x − 2 = y − 1 = z − 4

dŏgrusu istenen şekildedir.
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Örnek
x− 1
2

=
1− z
3

, y = 1 doğrusunu içinde bulunduran ve M (1, 2, 3) noktasından geçen
düzlemin denklemini bulunuz.

Çözüm
Dŏgrunun dŏgrultmanı
−→u =(2, 0,−3) ve dŏgrunun bir noktası
P (1, 1, 1)’dir. Ayrıca,

−→
PM = (0, 1, 2)’de

düzlem içinde bir vektördür.−→
N vektörü hem −→u vektörüne, hem de

−→
PM

vektörüne dik oldŭgundan, düzlemin normali

−→
N = −→u ×−→PM =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 0 −3
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ = (3,−4, 2)
ile bulunabilir. Buradan, düzlem denklemi : 3 (x − 1)− 4 (y − 2) + 2 (z − 3) = 0 eşitlĭginden,
3x − 4y + 2z = 1 bulunur.
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Problem
x − 1
2

= z , y = 1 dŏgrusunu içinde bulunduran ve M (1, 2, 3) noktasından geçen düzlemin

denklemini bulunuz.
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Problem

y =
1− z
3
, x = 1 dŏgrusunu içinde bulunduran ve M (2, 3, 4) noktasından geçen düzlemin

denklemini bulunuz.
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3. Bir Doğrunun Bir Düzlemle Bir Noktada Kesişmesi

Doğrunun düzlemle kesişmesinde, özellikle dik olarak kesişmesini ayrıca inceleyelim. Doğru
düzleme dik ise, doğrunun doğrultmanıile düzlemin normali birbirine paralel olur. O halde,

Doğru ⊥ Düzlem ⇐⇒ −→u ‖ −→N ⇐⇒ a
A
=
b
B
=
c
C

şeklinde ifade edebiliriz.
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Diğer yandan, bir doğru ile bir düzlemin kesişme noktasınıda kolayca hesaplamak mümkündür.
Bunun için, doğrunun parametrik denklemi kullanılarak, düzlem denkleminde yerine yazılır ve
kesişme noktasında parametrenin değeri belirlenerek kesişme noktasıbulunabilir.

Örneğin,
x − x1
a

=
y − y1
b

=
z − z1
c

= λ doğrusunu,

x = aλ+ x1, y = bλ+ y1, z = cλ+ z1

biçiminde, λ’ya bağlıolarak yazıp, düzlem denkleminde yerine yazarsak λ değeri bulunur.
Kesişme noktasınıbulmak için, geriye λ değerini yerine yazmak kalır.
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Örnek
x− 1
2

=
1− z
3

, y = 1 doğrusu ile 2x− 3y− z = 5 düzleminin kesişim noktasını
bulunuz.

Çözüm
x − 1
2

=
1− z
2

= λ y = 1 eşitlĭginden

x = 2λ+ 1, z = 1− 3λ, y = 1

yazılabilir. Bu dĕgerler düzlem denkleminde yazılırsa,

2 (2λ+ 1)− 3− (1− 3λ) = 5

denkleminden, λ = 1 olur. O halde, x = 3, y = 1 ve z = −2 olacăgından, kesişme noktası
K (3, 1,−2) olur.
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Problem
x − 2
2

=
1− y
3

= z − 1, dŏgrusu ile 2x − 3y − z = 12 düzleminin kesişim noktasınıbulunuz.

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) DÜZLEM DENKLEMİ M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 50 / 130



Problem
2x − 1
2

=
2− z
3
, y = 2 dŏgrusu ile 2x − 3y − z = 13 düzleminin kesişim noktasınıbulunuz.
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Problem

R4 uzayında
x − 1
2

=
1− y
3

= z =
w − 1
2

dŏgrusu ile 2x − 3y − z + 4w = 23 düzleminin

kesişim noktasınıbulunuz.
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4. Bir Doğru ile Bir Düzlem Arasındaki Açı

Bir doğru ile, bir düzlem arasındaki açıyı, doğrunun doğrultmanıve düzlemin normalini
kullanarak kolayca bulabiliriz. Aşağıdaki şekilden de takip edilirse, doğru ile düzlemin
arasındaki açıθ ise, doğrunun doğrultmanıile düzlemin normali arasındaki açı90◦ − θ
olacaktır. Buna göre,

cos (90◦ − θ) =

〈−→u ,−→N〉∥∥−→u ∥∥ ∥∥∥−→N ∥∥∥ veya sin θ =

〈−→u ,−→N〉∥∥−→u ∥∥ ∥∥∥−→N ∥∥∥
eşitliği bize, istenen açıyıverecektir.

θ
90θu

N
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Örnek
x− 1
2

=
1− z
3

= y doğrusu ile 2x− 3y− z = 5 düzlemi arasındaki açının kosinüsü
nedir?

Çözüm
−→u = (2, 1,−3) ve −→N = (2,−3,−1) oldŭgundan,

sin θ =
4− 3+ 3√
14
√
14
=
2
7
⇒ cos θ =

3
√
5
7

olur.

θ
90θu

N
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Örnek

x+ y− 3z = 5
x− y+ z = 3

}
doğrusuna dik olan ve P (2, 1, 3) noktasından geçen düzlem

denklemini bulunuz.

Çözüm

Önce dŏgru denklemini bulalım. z = t olsun. Buna göre,

x + y = 5+ 3t
x − y = 3− t

}
⇒ 2x = 8+ 2t ⇒ x = 4+ t

ve buradan da y = 2t + 1 bulunur. Buna göre, dŏgru denklemi

t =
x − 4
1

=
y − 1
2

=
z
1

şeklindedir ve −→u = (1, 2, 1)’dir. İstenilen düzlem, bu dŏgruya dik oldŭgundan, düzlemin
normali, dŏgrunun dŏgrultmanına paraleldir. O halde,

−→
N = (1, 2, 1) alınabilir. Böylece,

P (2, 1, 3)’den geçen düzlem : (x − 2) + 2 (y − 1) + (z − 3) = 0 eşitlĭginden x + 2y + z − 7
olur.
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Üzerindeki İki Doğrusu Bilinen Düzlemin Denklemi

Üzerindeki iki doğrusu bilinen düzlemin denklemini bulabilmek için, öncelikle düzlemin
normalini bulmak gerekir. Normali üç farklışekilde bulmak mümkündür. Doğruların
doğrultmanları−→u 1 ve −→u 2, doğru üzerindeki noktalar da P ve Q olmak üzere,

1)
−→
N = −→u 1 ×−→u 2,

2)
−→
N = −→u 1 ×

−→
PQ,

3)
−→
N = −→u 2 ×

−→
PQ,

eşitliklerinden biri kullanılabilir. Bundan sonra geriye düzlem denklemini belirlemek kalır.

d1 Q d2

ω P

( , , )N= A B C
r

1 1 1 1( , , )u a b c=
r

2 2 2 2( , , )u a b c=
r
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Örnek
x− 1
2

= z, y = 1 ve x− 2 = 2− y
k

, z = 1 doğrularınıiçinde bulunduran düzlemin
denklemini bulunuz.

Çözüm

Bu soruda, düzlemin normalini
−→
N = −→u 1 ×

−→
PQ ile bulabiliriz.

−→
N = −→u 1 ×

−→
PQ =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 0 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (−1,−1, 2)
oldŭgundan, düzlem ayrıca P (1, 1, 0) noktasından geçtĭginden,

(−1) (x − 1) + (−1) (y − 1) + 2 (z − 0) = 0

eşitlĭginden, x + y − 2z = 2 elde edilir.
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Problem
x − 1
2

= y = z ve x − 2 = 2− y
k

, z = 1 dŏgrularınıiçinde bulunduran düzlemin denklemini

bulunuz.
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Problem

x = y = z ve
x − 2
k

=
2− y
3

= z dŏgrularınıiçinde bulunduran düzlemin denklemini

bulunuz.
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Bir Noktanın Bir Düzleme Olan Uzaklı̆gı

Aşağıdaki teorem, Rn uzayında da geçerlidir. Bir sonraki teorem ise, bu teoremin R3 için elde
edilmiş özel bir halidir.

Teorem

Rn uzayında verilen bir P noktasının, normali
−→
N olan bir düzleme (veya hiperdüzleme)

uzaklı̆gı; S düzlem üzerinde herhangi bir nokta olmak üzere,

` =

∣∣∣〈−→N ,−→SP〉∣∣∣
‖−→N ‖

formülüyle bulunur.

P=(x0,y0,z0)

l

S=(x1,y1,z1)

ω

θ
θ

( , , )N= A B C
r
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Kanıt.

Normali
−→
N olan bir ω düzleminin dı̧sındaki bir P noktasının, düzleme uzaklı̆gınıyine iç çarpım

yardımıyla bulabiliriz. Düzlem üzerindeki herhangi bir S noktasıiçin,
−→
SP vektörünü göz önüne

alalım.
−→
SP vektörü ile, P’den düzleme inilen dikme arasındaki açıθ ise, P noktasının düzleme

uzaklı̆gı` olmak üzere, ` =‖−→SP ‖ cos θ ile verilebilir (Şekilden takip ediniz).

P=(x0,y0,z0)

l

S=(x1,y1,z1)

ω

θ
θ

( , , )N= A B C
r
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Kanıt.

Diğer yandan, θ,
−→
N ile

−→
SP arasındaki açıolduğundan,

cos θ =
〈−→N ,−→SP〉
‖−→SP ‖‖−→N ‖

yazılabilir. Böylece,

` =‖−→SP ‖ | 〈
−→
N ,
−→
SP〉 |

‖−→SP ‖‖−→N ‖
=
| 〈−→N ,−→SP〉 |
‖−→N ‖

eşitliği bize, noktanın düzleme uzaklı̆gınıverir.
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Örnek

R4 uzayında, P (1, 1, 1, 1) noktasının, x− y− z+w = 1 hiperdüzlemine uzaklı̆gını
bulunuz.

Çözüm

Hiperdüzlemin normali :
−→
N = (1,−1,−1, 1)’dir. Düzlem üzerindeki herhangi bir nokta da,

S (2, 1, 1, 1) alınabilir. Buna göre,
−→
SP = (−1, 0, 0, 0) oldŭgundan,

` =
| 〈−→N ,−→SP〉 |
‖−→N ‖

=
1
2

elde edilir.
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Teorem
P (x0, y0, z0) noktasının Ax + By + Cz +D = 0 düzlemine uzaklı̆gı

` =
|Ax0 + By0 + Cz0 +D |√

A2 + B2 + C 2

ile bulunur.

Kanıt.
S (x1, y1, z1) düzlem üzerindeki bir nokta olsun. Bu durumda, Ax1 + By1 + Cz1 = −D olur.
Bu eşitliği kullanarak,

` =

∣∣∣〈−→N ,−→SP〉∣∣∣
‖−→N ‖

=
|〈(A,B,C ) , (x0 − x1, y0 − y1, z0 − z1)〉|√

A2 + B2 + C 2

=
|Ax0 + By0 + Cz0 − (Ax1 + By1 + Cz1)|√

A2 + B2 + C 2
=
|Ax0 + By0 + Cz0 +D |√

A2 + B2 + C 2

bulunur.
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Örnek
P (1, 2, 3) noktasının 2x− 3y+ 3z = 1 düzlemine uzaklı̆gınıbulunuz.

Çözüm

−→
N = (2,−3, 3) oldŭgundan, ` = |2 · 1− 3 · (2) + 3 · 3− 1|√

4+ 9+ 9
=
2
√
22
11

elde edilir.

P=(x0,y0,z0)

l

S=(x1,y1,z1)

ω

θ
θ

( , , )N= A B C
r

Problem
P (1, 2, 3) noktasının 2x − 3y − z = 2 düzlemine uzaklı̆gınıbulunuz.
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Problem
P (1, 1, 3) noktasının 3x − 2y + 2z = 2 düzlemine uzaklı̆gınıbulunuz.
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Paralel Doğru ve Düzlem Arasındaki Uzaklık

P

Bir doğru ile bir düzlem arasındaki
uzaklıktan bahsedebilmek için, doğru ve düzlemin
paralel olmalarıgerekir. Aksi halde, kesiştikleri
için aralarındaki en kısa uzaklık sıfır olacaktır. Doğru
ve düzlem paralel ise, doğru üzerindeki her noktanın
düzleme uzaklı̆gıeşit olacağından, doğru üzerinde
rastgele bir nokta alınarak, bir noktanın bir düzleme
uzaklık formülü kullanılarak, doğrunun düzleme
uzaklı̆gıbulunabilir.
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Örnek
x− 1
2

=
1− y
3

= z doğrusunun x+ y+ z = 5 düzlemine uzaklı̆gın bulunuz.

Çözüm

Dŏgru ile düzlemin paralel olduklarınıgörünüz. Yani, −→u ⊥ −→N’dir. Dŏgru üzerinde rastgele bir
nokta alalım. P (1, 1, 0) alabiliriz. Buna göre,

` =
|1 · 1+ 1 · 1+ 1 · 0− 5|√

1+ 1+ 1
=
√
3

olur.
P
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Paralel İki Düzlem Arasındaki Uzaklık

Teorem
R3 de, ω1 : Ax + By + Cz +D1 = 0 ve ω2 : Ax + By + Cz +D2 = 0 paralel düzlemleri
arasındaki uzaklık

` =
|D1 −D2|√
A2 + B2 + C 2

ile bulunur.
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Kanıt.
ω2 düzleminin üzerinde bir P (x1, y1, z1)
noktasıalalım. Bu noktanın, ω1 düzlemine uzaklı̆gı

` =
|Ax1 + By1 + Cz1 +D1|√

A2 + B2 + C 2

ile bulunur. P, ω2 düzlemi üzerinde
olduğundan, Ax1 + By1 + Cz1 = −D2 olur. Buradan,

` =
|D1 −D2|√
A2 + B2 + C 2

elde edilir.
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Problem
2x − 3y − z = 2 ve −4x + 6y + 2z = 3 düzlemleri arasındaki uzaklı̆gıbulunuz.
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Düzlem Denkleminin Parametrik Gösterimi

Kartezyen koordinatlarda, bir düzlem denklemini

Ax + By + Cz = D

formunda gösterebiliriz. Diğer yandan, iki parametre kullanarak, düzlem denklemini parametrik
olarak göstermek de mümkündür. Bunun için, değişkenlerden birine u, başka birine de v denilir
ve son değişken u, v cinsinden yazılır. Örneğin, x + y − z = 3 düzlemini, parametrik olarak,

x = u, y = v ve z = u + v − 3

şeklinde yazabiliriz. Bu gösterimi genellikle,

ϕ (u, v) = (u, v , u + v − 3)

şeklinde yazarız.
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Örnek
Parametrik denklemi x = u + v , y = u − v ve z = 2u − v olan düzlemin birim normalini
bulunuz.

Çözüm
x = u + v , y = u − v eşitliklerini önce taraf tarafa toplayıp, sonra taraf tarafa çıkarırsak,

x + y = 2u ⇒ u =
x + y
2

ve x − y = 2v ⇒ v =
x − y
2

elde edilir. O halde,

z = 2 ·
(
x + y
2

)
−
(
x − y
2

)
⇒ 2z = 2x + 2y − x + y = x + 3y

eşitlĭginden, x + 3y − 2z = 0 düzlem denklemi bulunur. Birim normali :

−→
N =

±1√
14
(1, 3,−2)

vektörüdür.
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Problem
ϕ (u, v) = (u, 2v − 1, 3u + v − 1) düzleminin kartezyen denklemi nedir?
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Eksenleri Kestiği KoordinatlarıVerilen Düzlem Denklemi

Teorem
Bir ω düzleminin x , y , z eksenlerini kestĭgi noktalar sırasıyla a, b, c ise, bu düzlemin denklemi
x
a
+
y
b
+
z
c
= 1 ile bulunur.

Kanıt.

x

y

z

a

b

c

İstenen düzlemin denklemi Ax + By + Cz +D = 0 olsun. Buna göre,

i) x = a iken y = z = 0 olduğundan, Aa+D = 0⇒ A =
−D
a

olur.

ii) y = b iken x = z = 0 olduğundan, Ba+D = 0⇒ B =
−D
b

olur.

iii) z = c iken y = x = 0 olduğundan, Ca+D = 0⇒ C =
−D
c

olur.

Buna göre, düzlem denklemi

−D
a
x − D

b
y − D

b
z = −D veya

x
a
+
y
b
+
z
c
= 1

olarak bulunur.
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Örnek
Eksenleri kestiği noktalar sırasıyla x = 2, y = 3 ve z = −2 olan düzlemin denklemini
bulunuz.

Çözüm

Teoremden,
x
2
+
y
3
− z
2
= 1 veya, 3x + 2y − 3z = 6 olur.

Problem
Rn uzayında, bir hiperdüzlemin x1, x2, ..., xn eksenlerini kestĭgi noktalar sırasıyla, a1, a2, ..., an
ise, bu hiperdüzlemin denkleminin

x1
a1
+
x2
a2
+ · · ·+ xn

an
= 1

oldŭgunu gösteriniz.
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Düzlem Demeti

ω1 : A1x + B1y + C1z +D1 = 0 ve
ω2 : A2x + B2y + C2z +D2 = 0
düzlemleri birlikte bir doğru belirtir. Bu arakesit
doğrusunu üzerinde bulunduran sonsuz tane düzlem vardır.
Bu sonsuz tane düzlemin
denklemi, verilen bu iki düzlemi kullanarak ifade edilebilir.

α (A1x + B1y + C1z +D1) + β (A2x + B2y + C2z +D2) = 0
(*)

denklemini inceleyelim. Bu denklem, α ve β değiştikçe yeni bir
düzlem denklemi olacaktır. Şimdi, arakesit doğrusu üzerinde bulunan P ve Q noktalarınıgöz
önüne alalım. P noktasıher iki düzlem denklemini de sağlar. O halde, (∗) denklemini de
sağlayacaktır.
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Benzer şekilde, Q noktasıher iki düzlem denklemini de sağladı̆gından, (∗) denklemini
sağlayacaktır. Bu durum, (∗) düzleminin arakesit doğrusundan geçtiğini gösterir. Hatta,
α = 0, β 6= 0 ise, ω2 düzlemi; β = 0, α 6= 0 ise ω1 düzlemi elde edilir. Şimdi tek bilinmeyenle

çalı̧smak için, (∗) denklemini α’ya bölerek,
β

α
= λ diyelim. Bu durumda, arakesit doğrusundan

geçen düzlem ailesinin denklemini

(A1x + B1y + C1z +D1) + λ (A2x + B2y + C2z +D2) = 0 (**)

biçiminde ifade etmek mümkün olur. (∗∗) denklemi λ değiştikçe, arakesit doğrusundan geçen
yeni bir düzlem belirtir. Bu nedenle, (∗∗) denklemine düzlem demeti denir. Bu düzlem
demetindeki düzlemlerden herhangi birini bulabilmek için, ω2 üzerinde ve arakesit doğrusu
üzerinde olmayan bir noktasının verilmesi yeterlidir.
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Örnek
2x+ 3y+ z = 1 ve x− 2y+ z = 3 düzlemlerinin arakesitinden ve P = (1, 0, 3)
noktasından geçen düzlemin denklemini bulunuz.

Çözüm
Verilen düzlemlerin arakesitinden geçen düzlem demetinin denklemi :

(2x + 3y + z − 1) + λ (x − 2y + z − 3) = 0

biçimindedir. Bu denklem, P = (1, 0, 3) noktasınısăglamalıdır. Buna göre,

(2 · 1+ 3 · 0+ 3− 1) + λ (1− 2 · 0+ 3− 3) = 0

denkleminin çözümünden, λ = −4 bulunur. O halde, istenen düzlemin denklemi :

(2x + 3y + z − 1)− 4 (x − 2y + z − 3) = 11y − 2x − 3z + 11 = 0

bulunur.
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Problem
2x + y + z = 0 ve 3x − 2y − z = 3 düzlemlerinin arakesitinden ve P = (1, 2, 3)
noktasından geçen düzlemin denklemini bulunuz.
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Çözümlü Problemler

Problem
Aşağıdaki doğruların kaç tanesi 2x+ y− z = 3 düzlemine diktir?
I) x = y =

z
3

II)
x
2
= y =

z
−1 III) x = y = z IV) x = 2y = −2z+ 1

Çözüm
Bir dŏgrunun bir düzleme dik olmasıiçin, dŏgrultmanı, normale paralel olmasıgerekir. Buna
göre, II) ve IV) dŏgruları, verilen düzleme diktirler.
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Problem

R3 uzayında aşağıdaki denklemlerin hangileri düzlem denklemi belirtir? Düzlem
olanların normalini bulunuz.

I. x+ y+ z = 5 IV. x = y = z

II.
x− 1
2

= y, z = 2 V. y = 2x− 1
III. x = 1 VI. ϕ (u, v) = (u, v,u+ v)

Çözüm

I. x+ y+ z=5 Düzlem
−→
N = (1, 1, 1)

II.
x− 1
2

= y, z = 2 Dŏgru

III. x = 1 Düzlem
−→
N = (1, 0, 0)

IV. x = y = z Dŏgru

V. y = 2x− 1 Düzlem
−→
N = (1,−1, 0)

VI. ϕ (u, v) = (u, v,u+ v) Düzlem (z = x + y),
−→
N = (1, 1,−1)
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Problem
x− 1
2

=
1− y
2

= z− 1 doğrusuna paralel olan ve orjinden geçen üç düzlem denklemi
yazınız.

Çözüm
Bir dŏgrunun, bir düzleme paralel olabilmesi için, dŏgrunun dŏgrultmanıile düzlemin normali
birbirine dik olmalıdır. Buna göre, −→u = (2,−2, 1) oldŭgundan,
i) −→u ⊥ −→N 1 = (2, 1,−2)⇒ ω1 : 2x + y − 2z = 0,
ii) −→u ⊥ −→N 2 = (1, 1, 0)⇒ ω1 : 2x + y = 0,
iii) −→u ⊥ −→N 3 = (1, 2, 2)⇒ ω1 : x + 2y + 2z = 0.
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Problem
−→w = (1, 2, 3) vektörü aşağıdaki düzlemlerden kaç tanesine paraleldir?
1. x+ 2y+ 3z = 0,
2. 2x+ 4y+ 6z = 0,
3. x+ y− z = 0
4. 2x− y = 0
5. x+ y+ z = 0

Çözüm
−→w vektörü düzleme paralel ise, düzlemin normaline dik olmalıdır. Bu koşula uygun
seçeneklerin sadece 3 ve 4 düzlemleri oldŭgunu görünüz.
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Problem
α (t) = (t− 1, 2t− 2, 2t) doğrusuyla x+ 2y− 2z = 2 düzleminin arasındaki açının
kosinüsü nedir?

Çözüm

Dŏgrunun dŏgrultmanı−→u = (1, 2, 2) ve düzlemin normali −→N = (1, 2,−2) oldŭgundan, dŏgru
ve düzlemin arasındaki açıθ olmak üzere,

sin θ =
〈u,N〉
‖u‖ ‖N‖ =

1
9

elde edilir. O halde, cos θ =

√
80
9

=
4
√
5
9

olur.
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Özet: Doğru-Doğru; Düzlem-Düzlem; Doğru-Düzlem Arasındaki Açı

θ

θ
90θ

θ

21

21

uu
u,ucos rr

rr
=θ

21

21

NN
N,N

cos rr

rr

=θ
Nu
N,u

sin rr

rr

=θ

AYNI TÜR
Doğru  Doğru

AYNI TÜR
Düzlem  Düzlem

FARKLI TÜR
Doğru  Düzlem

u

N

Bir vektörün bir doğruya paralel olması demek, doğrultmanına
paralel olması demektir.
Bir vektörün, bir düzleme paralel olması demek, normaline dik
olması demektir.
Normal düzleme ve düzlemdeki tüm vektörlere dik olduğundan,
düzleme dik vektör deyince, Normal vektörle paralellik;
düzleme paralel vektör deyince ise Normal vektörle diklik aranır.
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Problem
P (1, 1, 0) , Q (3, 4, 1) , R (−1, 2, 1) noktalarından geçen düzlemin denklemini bulunuz.

Çözüm
P,Q ve R’den geçen düzlem denklemini,∣∣∣∣∣∣

x − 1 y − 1 z − 0
3− 1 4− 1 1− 0
−1− 1 2− 1 1− 0

∣∣∣∣∣∣ = 2x − 4y + 8z + 2 = 0
eşitlĭginden, x − 2y + 4z = −1 olarak buluruz.
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Problem
−→x = (1, 1, 0) ve −→y = (2, 3, 2) vektörlerinin içinde bulunduğu düzleme dik olan ve
P (1, 1, 1) noktasından geçen doğruyu bulunuz.

Çözüm
−→x ve −→y vektörlerinin içinde bulundŭgu düzlemin normali :

−→
N = −→x ×−→y =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 1 0
2 3 2

∣∣∣∣∣∣ = (2,−2, 1)
bulunur. Bu düzleme dik olan dŏgrunun dŏgrultmanı, düzlemin normaline paralel olmalıdır.Buna
göre, −→u =

−→
N alınabilir. Böylece, istenen dŏgrunun denklemi

x − 1
2

=
1− y
2

= z − 1

olur.
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Problem

A (1, 1, 1) noktasınıve
x− 1
2

= y =
z
2
doğrusunu içinde bulunduran düzlemin

denklemini bulunuz.

Çözüm

İstenen düzlemin normali
−→
N =

−→
PA×−→u ile bulunabilir. Buna göre, −→u = (2, 1, 2) ve

P (1, 0, 0) oldŭgundan,

−→
N =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

2 1 2
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (−1,−2, 2)
elde edilir. Düzlem, A (1, 1, 1) noktasından geçtĭginden,

− (x − 1)− 2 (y − 1) + 2 (z − 1) = 0⇒ x + 2y − z = 1

elde edilir.
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Problem
Parametrik denklemi, ϕ (u, v) = (u,u+ v, 2u+ v) olan düzlemin birim normalini
bulunuz.

Çözüm
x = u, y = u + v ve z = 2u + v eşitliklerinden, u ve v’yi yok edelim.

y = x + v ⇒ v = y − x

oldŭgundan,
z = 2x + y − x ⇒ x + y − z = 0

elde edilir. Birim normali :
−→
N =

1√
3
(1, 1,−1) olur.
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Problem
ϕ1 (u, v) = (u− 2, v− 1,u+ v− 3) ve ϕ2 (u, v) = (u, 2v− 1, ku+ v− 3) düzlemleri
birbirine dik ise k nedir?

Çözüm
ϕ1 denkleminde, u = x + 2, v = y + 1 eşitlĭginden, z = x + y ; ve ϕ2 denkleminde, u = x ,

v =
y + 1
2

ve z = kx +
y + 1
2
− 3 eşitlĭginden,

2kx + y − 2z = 5

düzlem denklemleri bulunur. Buna göre,

−→
N 1 = (1, 1,−1) ve

−→
N 2 = (2k, 1,−2)

oldŭgundan, −→
N 1 ⊥

−→
N 2 ⇔ 2k + 1+ 2 = 0⇔ k = −3/2

elde edilir.
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Problem
x+ y+ 3z+ 2 = 0 ve x+ 2z+ 3 = 0 düzlemlerinin arakesitinden ve A (3, 1, 0)
noktasından geçen düzlemin denklemini bulunuz.

Çözüm
(x + y + 3z + 2) + λ (x + 2z + 3) = 0 arakesit düzlemlerinin ailesinin denklemini verir.
İstenen düzlem, A (3, 1, 0) noktasından geçtĭgi için,

(3+ 1+ 0+ 2) + λ (3+ 0+ 3) = 0⇒ λ = −1

olmalıdır. O halde, λ = −1 yazılırsa,

(x + y + 3z + 2)− (x + 2z + 3) = y + z − 1 = 0

elde edilir.
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Problem
2× 3× 1 boyutlarında dikdörtgenler prizmasışeklinde bir odanın üç köşesi şekildeki
gibi birleştirilerek bir üçgen duvar yapılıyor. A köşesinin bu üçgen duvara uzaklı̆gıkaç
birimdir?

A2

1

3

Çözüm
Taralıüçgenin bulundŭgu düzlemin denklemi :

x
2
+
y
3
+
z
1
= 1⇒ 3x + 2y + 6z − 6 = 0

oldŭgundan, A (2, 3, 1) noktasının bu düzleme uzaklı̆gı: ` =
|3 · 2+ 2 · 3+ 6 · 1− 6|√

9+ 4+ 36
=
12
7
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Problem
3x+ ay+ z = 6, x = 0, y = 0 ve z = 0 düzlemleriyle sınırlanan kapalıbölgenin hacmi
12 br3 olduğuna göre a kaçtır?

Çözüm

6

2
6/a

Düzlem denklemini,

x
2
+

y
6/a

+
z
6
= 1

şeklinde yazabiliriz.Bu düzlemin koordinat düzlemleriyle
sınırladı̆gıbölgenin hacmi bir dik üçgensel piramit

olup, hacmi V =
1
3
(Taban Alanı) (Yükseklik) oldŭgundan,

V =
1
3

(
2 · (6/a)

2

)
6 =

12
a
= 12

eşitlĭginden, a = 1 bulunur.
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Problem
x+ y− z = 3, x− 2y+ z = 2 ve x+ ny− 5z = m düzlemleri, bir doğru boyunca
kesiştiklerine göre m ve n kaçtır?

Çözüm
Bu üç düzlemin bir dŏgru boyunca kesişmeleri demek, aynıdüzlem demetinde bulunmaları
demektir. Buna göre,

a (x + y − z − 3) + b (x − 2y + z − 2) = (x + ny − 5z −m)

olacak şekilde a, b reel sayılarıolmalıdır. Burada, katsayıların eşitlĭginden,
a+ b = 1 (1)
a− 2b = n (2)
−a+ b = −5 (3)
3a+ 2b = m (4)

denklem sistemi elde edilir. (1) ve (3)’ten b = −2 ve a = 3 bulunur. O halde, (2)’den n = 7
ve (4)’ten m = 5 elde edilir.
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Problem
Uzayda, E = {(x, y, z) : x+ 2y− 2z+ 10 = 0} düzlemi veriliyor. P (1, 2, 3)
noktasından geçen ve bu düzleme dik olan d doğrusu, E düzlemini T noktasında
kestiğine göre, T noktasının orjine uzaklı̆gıkaç birimdir?

Çözüm
Dŏgru düzleme dik ise, dŏgrultmanıolarak düzlemin normali alınabilir. Buna göre, dŏgrunun
denklemi :

x − 1
1

=
y − 2
2

=
z − 3
−2 = λ

olacaktır. Bu dŏgrunun düzlemle kesişimi ise,

(λ+ 1) + 2 (2λ+ 2)− 2 (−2λ+ 3) + 10 = 0⇒ λ = −1

oldŭgundan, T (0, 0, 5) bulunur. T’nin orjine uzaklı̆gı5 birimdir.
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Problem
Uzayda verilen x+ 2y+ 3z = 18 düzlemi koordinat eksenlerini, A,B ve C noktalarında
kesmektedir. Buna göre, ABC üçgeninin ağırlık merkezinin koordinatlarıtoplamı
kaçtır?

Çözüm
Düzlem denklemini : x

18
+
y
9
+
z
6
= 1

formunda yazarsak, bu düzlemin koordinat eksenlerini A (18, 0, 0), B (0, 9, 0) ve C (0, 0, 6)
noktalarında kestĭgini görürüz. Buna göre, ăgırlık merkezinin koordinatları: G (6, 3, 2)
oldŭgundan, yanıt 11 bulunur.
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Problem

Denklemi
x− 3
2

= −y, z = −1 olan doğru ile, x+ y− 2z = 6 düzleminin arakesit
noktasından geçen ve verilen düzleme dik olan doğrunun denklemini bulunuz.
(ÖABTİÖ. 2013)

Çözüm
x = 2λ+ 3, y = −λ ve z = −1 düzlem denkleminde yazılırsa,

2λ+ 3− λ+ 2 = 6⇒ λ = 1

bulunur. O halde, dŏgru ve düzlemin arakesit noktasıT (5,−1,−1) olur. Dŏgru düzleme dik
ise, dŏgrultmanıdüzlemin normalidir.

Buna göre, dŏgrunun denklemi : x − 5 = y + 1 = z + 1
−2 elde edilir.
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Problem
A (1, 2,−3) noktasıile −→u = (1,−2, 2) ve −→v = (3,−1,−1) vektörleri veriliyor. A
noktasından geçen ve −→u ve −→v vektörlerine paralel olan düzlemin denklemi
aşağıdakilerden hangisidir? (ÖABT - 2013)

Çözüm

Düzlem, −→u ve −→v vektörlerine paralel ise, düzlemin normali bu vektörlere diktir ve

−→
N = −→u ×−→v =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 −2 2
3 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (4, 7, 5)
olur. O halde, istenen düzlemin denklemi :

4 (x − 1) + 7 (y − 2) + 5 (z + 3) = 0

eşitlĭginden, 4x + 7y + 5z = 3 bulunur.
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Problem
Uzayda verilen x− 1 = y = z doğrusu S düzlemi üzerindedir. S düzlemi, P (1, 1, 1)
noktasından geçtiğine göre, S düzleminin denklemini bulunuz. (ÖABT - İÖ. 2014)

Çözüm

Dŏgrunun dŏgrultmanı−→u = (1, 1, 1) ve bir noktasıA (1, 0, 0)’dır. Dŏgru ve P noktası
düzlemin üzerinde oldŭgundan, düzlemin normali :

−→
N = −→u ×−→AP =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 1 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (0,−1, 1)
olur. O halde, düzlemin denklemi :

0 (x − 1)− 1 (y − 1) + 1 (z − 1) = z − y = 0

elde edilir.
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Problem
Parametrik denklemi, x=2t+ 1, y=3t− 1, z=t+ 2 olan doğru ile

2ax+ y+ z+ 5 = 0

düzlemi veriliyor. Bu doğru ile düzlem paralel olduğuna göre, a kaçtır? (ÖABT - İÖ. 2014)

Çözüm
Dŏgru ve düzlem paralel ise, dŏgrultman ve normal birbirine diktir.

−→u = (2, 3, 1) ve
−→
N = (2a, 1, 1)

oldŭgundan, −→u ⊥ −→N ise, 4a+ 3+ 1 = 0 eşitlĭginden a = −1 bulunur.
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Problem
x− y+ z = 5 ve −2x+ 3y− z = 1 düzlemlerinin arakesit doğrusuna dik olan ve
A (−1, 1, 0) noktasından geçen düzlemin denklemi aşağıdakilerden hangisidir?

Çözüm
Arakesit dŏgrusunun dŏgrultmanı:

−→u = −→N 1 ×
−→
N 2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 −1 1
−2 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = (−2,−1, 1)
vektörüdür. A (−1, 1, 0) noktasından geçen düzlem, bu dŏgruya dik ise, istenen düzlemin
normali, arakesit dŏgrusunun dŏgrultmanıolacaktır. O halde, düzlem denklemi :

−2 (x + 1)− 1 (y − 1) + 1 (z − 0) = 0

eşitlĭginden, z − y − 2x = 1 bulunur.
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BÖLÜM TESTİ —DÜZLEM DENKLEMİ

SORU

A (1, 2, 2) noktasından geçen ve
−→
N = (3, 4, 1) vektörüne dik olan düzlemin denklemi nedir?

A) 3x + 4y + z = 5 B) 3x + 4y + z = 13 C) x + y + z = 5

D) x + y + z = 13 E)
x − 1
3

=
y − 2
4

=
z − 2
1
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SORU
3x + 2y − z = 5 düzlemi, aşağıdaki vektörlerin hangisine paraleldir?
A) (1, 2, 3) B) (3, 2, 1) C) (−1, 2, 1) D) (1, 2, 5) E) (6, 4,−2)
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SORU
3x + 2y − z = 5 düzlemi aşağıdaki doğruların hangisine diktir?
A) x = y = 5z B) x = 2− y = 3− z C)

x
2
=

y
−2 =

z
−2

D)
x − 3
3

=
y
2
=
z − 1
−1 E)

x − 1
3

=
y − 2
4

= z − 2
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SORU

xyzw dik koordinat sisteminde, A (1, 2, 2, 1) noktasından geçen ve
−→
N = (3, 4, 1, 2) vektörüne

dik olan hiperdüzlemin denklemi nedir?
A) x + y + z + w = 6 B) 3x + 4y + z + 2w = 0 C) x + 2y + 2z + w = 15

D)
x − 1
3

=
y − 2
4

= z − 2 = w − 1
2

E) 3x + 4y + z + 2w = 15
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SORU
x + y + 2z = 3 düzlemine dik olan ve A (1, 2, 0) noktasından geçen doğrunun denklemini
bulunuz.
A) x − 1 = y − 2 = z

2
B)

x − 1
−3 = y − 2 = z C) x = y = −z

D) x = 2− y , z = 0 E)
x − 1
3

=
y − 2
4

= z − 2
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SORU
A (0, 0, 0) , B (2, 1, 3) , C (4,−1, 3) noktalarından geçen düzlemin denklemini bulunuz.
A) x − y + z = 0 B) −x − y + z = 0 C) 3y + 2z = 0
D) x + y − z = 0 E) x − y − z = 0
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SORU
2x − y + z = 3 ve x + y + 3z = 5 düzlemlerinin arakesit doğrusu, aşağıdaki vektörlerin
hangisine paraleldir?
A) (3,−4,−5) B) (3, 2, 1) C) (−4,−5, 3) D) (3, 4, 5) E) (2, 2, 3)
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SORU
x − 1
2

=
y
3
, z = 1 doğrusunu üzerinde bulunduran ve P = (1,−1, 2) noktasından geçen

düzlem denklemini bulunuz.
A) x + y + z = 0 B) 3x − 2y + 2z = 9 C) −3x + 2y + 2z = −1
D) 3x + y + 2z = 6 E) x + 2y + z = 1
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SORU
x − y + z = 3 ve x + y + 3z = 5 düzlemlerinin arakesit doğrusu aşağıdakilerden hangisidir?
A)

x − 2
2

= y = 1− z B)
x − 2
2

=
y
2
= z C)

x − 2
2

= y =
1− z
2

D)
x − 2
2

= y = z − 1 E)
x − 2
2

= y =
z − 1
2
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SORU{
x + y − z = 5
2x + y − z = 1 doğrusuna paralel olan ve (1, 2, 0) noktasından geçen doğrunun

P = (1, 0, 2) noktasına olan uzaklı̆gınıbulunuz.

A) 2
√
2 B)

√
2
2

C) D) 3
√
2 E)

3
√
2
2
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SORU

A = (1, 1, 1) noktasından geçen ve
x + 1
2

=
y − 1
3

=
z + 2
4

doğrusuna dik olan düzlemin

denklemini bulunuz.
A) x + y + z = 3 B) 2x + 3y + 4z = 9 C)

x
2
+
y
3
+
z
4
= 1

D) 2x − 3y + 4z = 3 E) 2x + 3y + 4z = 3
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SORU
x − 2
k

= y =
z
2
ve
y − 1
2

=
z
3
= x doğrularınıiçinde bulunduran düzlem denklemini bulunuz.

A) −3x + 6y − 5z = 0 B) 3x − 6y + 5z = −6 C) 2x + 3y + 4z = 3
D) 3x + 6y − 5z = 6 E) x + y − z = 2
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SORU
x − 1
2

=
z + 1
−1 , y = 2 ve

x
2
=
y + 1
3

= 1+ z doğrularına paralel olan ve P (1, 1, 1)

noktasından geçen düzlem denklemini bulunuz.
A) 3x + 6y − 4z = 5 B) 3x − 4y + 6z = 5 C) 3x − 4y − 6z = −7
D) 3x − 6y + 5z = 2 E) x + 3y − 4z = 0
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SORU{
x + y + z = 5
3x + y + z = 6

doğrusunu içinde bulunduran ve P (1, 2, 3) noktasından geçen düzlemin

denklemini bulunuz.
A) x − y + z = 2 B) x − y − z = −4 C) x + y − z = 0
D) x + y + z = 4 E) x + y + z = 6
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SORU
x + y + 2z = 3 ve 3x + 2y + z = 7 düzlemlerinin arakesitinden ve P (1, 1, 1) noktasından
geçen düzleme, aşağıdaki vektörlerden hangisi diktir?
A) (3,−2, 2) B) (2, 2,−1) C) (−4, 3, 3) D) (4, 3, 3) E) (4,−2, 3)
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SORU
y = 2 düzlemine dik olan ve (1,−1, 2) noktasından geçen doğrunun denklemini bulunuz.
A) x =

y
−1 =

z
2

B) x = 2− y = 3− z C) x = 1, z = 2, y + 1 = λ, λ ∈ R

D) y + 1 = λ, λ ∈ R E) y = 2, x − 1 = z − 2 = λ, λ ∈ R
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SORU
x − 1
3

=
y + 1
2

=
1− z
2

doğrusuyla 2x + 3y + kz = 3 düzleminin paralel olabilmesi için

k =?
A) 2 B) 3 C) 1 D) 4 E) 6
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SORU
x − 1
3

=
y + 1
2

=
1− z
2

doğrusuyla 2x +my + kz = 3 düzleminin dik olabilmesi için

m+ k =?
A) 0 B) 3 C) 1 D) 4 E) 5
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SORU
A (3, 1, 1) noktasının 2x − 3y + 6z − 4 = 0 düzlemine olan uzaklı̆gınıbulunuz.

A)
3
7

B)
5
7

C) 1 D) 3 E)
5
√
7
5

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) DÜZLEM DENKLEMİ M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 121 / 130



SORU

A (2, 3, 1) noktasının
1− x
4

= y − 1 = z
8
doğrusuna olan uzaklı̆gınıbulunuz.

A)
5
√
2
3

B)
√
2
3

C) 1 D)
√
29
3

E)
5
3
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SORU
3x − 4y + 12z − 8 = 0 ve 6x − 8y + 24z + 10 = 0 düzlemleri arasındaki uzaklı̆gıbulunuz.
A)

12
13

B)
7
13

C) 1 D)
3
13
E)

5
13

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) DÜZLEM DENKLEMİ M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 123 / 130



SORU
x = y = z doğrusunu içinde bulunduran ve P (1, 2, 3) noktasından geçen düzlem denklemini
bulunuz.
A) x + y − z = 0 B) x + y − 2z = 3 C) x − 2y − z = 6
D) x + y − 2z = 0 E) x − 2y + z = 0
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SORU
x + y = 1 ve 2x + y − 2z = 2 düzlemleri arasındaki dar açıyıbulunuz.
A) arccos (1/3) B) 90◦ C) 30◦ D) 45◦ E) 60◦
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SORU

x + 2y + z = 3 düzlemiyle,
x
2
= y − 1 = z − 1 doğrusu arasındaki açının kosinüsü kaçtır?

A)
√
5
6

B)
5
6

C)
√
11
6

D)
1
6

E) −5
6
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SORU
Aşağıdaki doğruların hangisi 2x + y − z = 3 düzlemine paraleldir?
A)

x − 1
2

=
y
2
= 1− z B)

x − 1
2

= 1− y = z − 1 C)
x − 1
4

=
y
2
=
z − 1
2

D)
x − 1
4

=
y
2
=
1− z
2

E)
x − 1
2

=
y
2
=
z − 1
6
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SORU
x − 1
2

= y = z doğrusu ile x + y + kz = 0 düzlemi birbirine paralel ise, k kaçtır?

A) −2 B) 2 C) 3 D) −3 E) 4
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SORU
R3 uzayında aşağıdakilerden kaç tanesi bir düzlem denklemi belirtir?

I. x + y + z = 5 II.
x − 1
2

= y , z = 2

III. x = 1 IV. x = y = z
V. y = 2x − 1 VI. ϕ (u, v) = (u, v , u + v)
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) DÜZLEM DENKLEMİ M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 129 / 130



SORU
A (1, 1, 1) , B (1, 2, 3) ve C (3, 1, 1) noktalarından geçen düzlem, aşağıdaki vektörlerin
hangisine diktir?
A) (0, 1, 2) B) (0, 2,−1) C) (1, 0, 2) D) (4, 2, 0) E) (1, 0, 0)

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) DÜZLEM DENKLEMİ M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 130 / 130
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