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lerin Lineer Bilesimi

Bir vektor kiimesinde, A1, Ao, - -+, A € R olmak iizere,

Z =M Ui+ AU+ AU

g0 — — - 0q .. - . . . . n — 00 00— G0
vektoriine, u'y, u'p, -, U, vektorlerinin bir lineer bilesimi denir. Kisaca, z" vektoriiniin,
Ui, Uo,..., Uy vektorleri cinsinden yazilisina, z" vektoriiniin u'y, u'p, ..., Uk vektorlerinin

lineer bilesimi olarak yazilmasi denir.

Ornegin, Z = (1,3,4) vektoriinii standart birim vektorlerin lineer bilesimi olarak

Z = 1é; + 3e, + 4é3

seklinde yazabiliriz. Bu yazilis ¢cogu zaman Z =i+ 3}+ 4k seklinde karsimiza cikar.

§
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Diizlemde, Z = (2,3) vektoriinii, x = (1,2) ve 7) = (2,5) vektdrlerinin lineer
bilesimi olarak yaziniz.

V.

Z =M X +AYy esitliginden,

(2, 3) =M (1, 2) + Ay (2, 5) = ()\1 +2A5,2A1 + 5/\2)
olur ki, vektorlerin esitliginden,
Al +2A, =2 ve 2A1 +5A, =3

bulunur. Bu denklem sisteminin ¢éziimiinden, Ay =4 ve Ay = —1 bulunur. Yani, Zz
vektorii, X ve Yy vektoriiniin lineer bilesimi olarak

74X -y

seklinde yazilabilir.
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o= (1,2,3) vektoriinii, x = (1,1,0), 7:(2, 2,0), ?:(1, 0,1) vektdrlerinin lineer
bilesimi olarak yazmak miimkiin miidiir?

W

U =A1 X + Ay +A3Z olacak sekilde A1, Ay, Az reel sayisi olup olmadigini inceleyelim.

U =(1,2,3) = A1 (1,1,0) + A5 (2,2,0) + A3(1,0,1)
(1, 2, 3) = ()Ll +2A5 + A3, A1 + 2/\2,}\3)

esitliginden, A3 = 3 olacagindan, ilk iki bilesenden
A+ 24, = =2 ve A +2A, =2

elde edilir ki, bu miimkiin degildir. O halde, o vektoriinii, 7, 7) Z' vektérlerinin lineer
bilesimi olarak, yani
U=MX+MYy +A37

formunda yazmak miimkiin degildir.

§
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Ornek
u=(2,4,6) vektdriinii x=(1,2,3), y¥=(1,3,4), Z=(2,1,0) vektdrlerinin lineer
bilesimi olarak yazalim.

.

(Coziim
W =2X 40y +0Z seklinde yazilabilir. Burada aciktir ki, W vektérii X vektériine
bagimlidir.

\

Problem
u'=(5,4,10) vektorini X =(1,1,3), ¥y =(1,2,4), 2 =(0,1,2) vektorlerinin lineer bilesimi
olarak yaziniz.

A\
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Problem

u = (1,2,3) vektorii, X = (1,1,3) ve Y = (1,2,1) vektérlerinin lineer bilesimi olarak
yazilabilir mi?

L _

Problem

u = (1,—1,7) vektorii, X = (1,1,3) ve Y = (1,2,1) vektérlerinin lineer bilesimi olarak
yazilabilir mi?

. .
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R* uzayinda X = (1,1,0,0), y = (0,1,2,1), Z =(1,2,2,3), w = (2,3,2,1)
vektorlerinden, biri digerlerinin lineer bilesimi olarak yazilamayacak sekilde maksimum
sayida vektor seciniz.

— —

x,y, Z ve W ile olusan matrisi elemanter satir operasyonlariyla eselon forma getirelim.
1100 1100 1100
0121 01 21 0121
1 2 2 3 53—> 53—51 01 2 3 53—> 53—52 0 0 0 1
2 3 21 01 21 0 00O

S4—> 54—251 54—> 54—52
_ _—

Eselon formunda gérdiigiimiiz gibi, dérdiincii satiri tamamen sifirladik. Bu, dérdiincii satirin,
digerlerine bagh oldugunu gosterir. Bu matristen baska bir satiri daha sifilamak miimkiin
degildir. Bu matrisin ranki 3'tiir. Bu X,y , Z, W vektorlerinden biri digerlerinin lineer
bilesimi olarak yazilamayacak sekilde maksimum 3 vektér secilebilecegini ifade eder. O halde,
sifirflayamadigimiz X',y ve Z vektérlerini alirsak, biri digerleri cinsinden yazilamaz.
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Problem

U =(1,101), v =(0112), w=(21-10), X =(1,2,1,3) ve y =(2,3,1,4)
vektérleri arasindan, biri digerlerinin lineer bilesimi olarak yazilamayacak sekilde, en fazla kag
vektor secilebilir?

iy
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Bir Vektor Kiimesinin Bir Uzayi Germesi

V bir vektor kiimesi olsun. u'y, u's, -+, U, € V olmak iizere, V kiimesindeki her v
vektori, u'y, u'p, -, U vektorleri cinsinden yazilabiliyorsa, yani, V uzayinin her v’ vektorii
Ui, Uy, -, Uy vektorlerinin lineer bilesimi ise, u'y, up, -, U, vektorleri V uzayini
geriyor denir ve

Sp{ﬁl,ﬁg,"' ,7;(}:\/

biciminde yazilir. (Not : Buradaki Sp ifadesi, ingilizce Span=Germe kelimesinin ilk iki harfini
gostermektedir.)

R? uzayindaki her vektor, 8; = (1,0) ve & = (0,1) vektorleri cinsinden
X = (a, b) = aui+bus

seklinde yazilabilir. Buna gore, e1,e2 vektorleri IR2 uzayini gererler Sp{e1 e2} R2.Benzer
sekilde, R3 uzaymdakl her vektor, i= (1 0,0),7=(0,1,0) ve k = (0, 0, 1) vektorleri
cinsinden X = (a, b, c) = ai + bj + ck seklinde yazilabilir. Buna gore, I,j, Kk vektorleri R3

uzayini gererler. Sp{?]'r('} =R3.
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X =(1,1), ¥ = (1,2) ve Z = (2,1) vektorlerinin R? uzayim gerdigini gosteriniz.

W

Her W = (a, b) vektériiniin, X',y’, Z 'nin lineer bilesimi olarak yazilabildigini gosterelim.

W=(ab)=MX+LY +A37Z =11 (1,1)+ A (1,2) + A3 (2,1)

esitliginden,
AM+Ar+2A3=a
M+20+A3=0b

olur. Bilinmeyen sayisi fazla oldugundan, sonsuz ¢éziim vardir. Ay =t diyelim. Bu iki
denklemin farkindan A3 = a— b+ t olur ve buradan da A1 = 2b — a — 3t elde edilir. O
halde, her U = (a, b) € R? vektérii, A1, Ay, A3 € R olmak iizere,

U=02b—a-3t)X +ty +(a—b+t)z

biciminde yazilabilir. Yani, X 2

yazilabilir.

.Y, Z vektérleri R? uzayini gererler ve Sp {77?} =R
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W =(1,0,1), Vv =(0,1,1) ve W = (1,1,2) vektdrlerinin R? uzayim germedigi
gosteriniz.

v

W = U + V oldugundan R® uzayini germezler. Ornegin, X = (1,1, 1) vektériinii, bu ii¢c

vektdériin cinsinden yazmak miimkiin degildir.

N

Problem

u = (1,0,1), v = (0,1,1) ve w = (1,1,1) vektorlerinin R3 uzayini gerdigini gosteriniz.

\
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n Boyutlu Oklid Uzayinda Germe ve Lineer Bagimsizlik

<

IR? uzayini birbirinden bagimsiz en az iki vektorle gerebiliriz.
R? uzayini birbirlerine bagli olmayan en az iic vektorle gerebiliriz.
IR™ uzayini birbirlerine bagli olmayan en az n vektorle gerebiliriz.
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Asagidakilerden hangileri yanhstir?

A) Sp{(1,0),(1,1)} = R? E) Sp{(1,0,1),(0,1,1)} = R®

B) Sp{(1,0).(1,1),(0,0)} = R? F) Sp{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)} = R
) sp{(1.3),(3.1), (1, 1)} = R? G) Sp{(1,1),(2.2)} = R?

D) Sp{(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} = R3

R? wuzayini birbirine bagh olmayan en az iki vektériin bulundugu bir vektér kiimesiyle germek
miimkiindiir. Bu nedenle, A), B), C) dogrudur. Fakat, G) yanhstir. Ciinkii, (1,1) ve (2,2)
vektérleri (2,2) = 2 (1,1) oldugundan birbirine bagldir. Kisaca ayni dogrultuyu gésterirler ve
R? uzayini geremezler.

R3 wuzayini ise, birbirine bagli olmayan en az iic vektériin bulundugu bir vektsr kiimesiyle
germek miimkiindiir. Bu nedenle, E) ve F) yanlstir. F)'nin yanhs oldugunu,

(1,1,0) = (1,0,0) 4 (0,1,0) oldugundan kolayca gérebiliriz. Yani, F)'deki vektérler birbirine
baghdir. D)’'nin dogru oldugunu géstermek icin, verilen iic vektériin birbirinden bagimsiz
oldugunu gostermeliyiz. Bunu lineer bagimsizlik konusundan sonra daha kolay gosterebiliriz.
Burada gdstermeyecegiz.
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R3? uzayinda, v = (1,2,3) ve vV = (2,1,4) vektdrleri R*'ii germezler, fakat R3
uzayindaki bir diizlemi gererler. Bu diizlemin denklemini bulunuz.

v

Sp{?, 7} = {(x,y, z):(x,y,z) = au +bVv: abe IR} seklinde yazabiliriz.

(x,y.z) =a(1,2,3)+b(2,1,4) = (a+2b,2a+ b,3a+ 4b)

esitliginden, a+ 2b = x, 2a+ b = y ve 3a+ 4b = z olmalidir. Bu sistemden a ve b degerlerini
yok ederek x, y, z'ye bagl bir denklem elde edecegiz. llk iki denklemden,

2y — 2y — 2x —
y —x y—x o, _ 22X~y

—3a=x—-2y=>a= olur. Buradan, 2b = x — olur. a ve b'yi

son denklemde yerine yazarsak,

2x —
(2y—x)—|—4< X3 y) =z=>6y—3x+8x—4y=3z=5x+2y—3z=0

elde edilir ve Sp {H), 7} ={(x,y,2z):5x+2y —3z2=0, x,y,z € R} bulunur.

N,
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2. Yol : Iki vektérle ayni diizlemde olan herhangi
W= (xyz)=au +bVv

vektorii icin, determinant ézellikleri gbz dniine alinirsa, det (W 7, 7) = 0 olmalidir (Bir
satir farkli iki satirlarin lineer bilesimidir). Buna gore,

det (W, w, V) = =5x+2y—3z=0

N — X
=N
&~ W N

elde edilir.
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Problem

u = (1,1,1) ve v = (1,2, 3) vektorleri tarafindan gerilen uzayr bulunuz.

Problem

V ={(x,y,z):2x+y + z = 0} uzay asagidaki uzaylardan hangilerine esittir?
A)V =Sp{(1,1,-3),(1,0,—-2)}

B)V =Sp{(1,1,-3), (1,0, —2), (0,0,0)}
C)V=Sp{(1,1,-3),(1,0,—2),(0,—1,1)}

D)V =Sp{(1,1,-3),(—1,1,1)}

E)V =Sp{(1,1,-3),(-1,1,1),(1,2,1)}
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Lineer Bagimsizlik ve Lineer Bagimlilik

Tanim

IR" uzayinda, 71,72,~-- ,U}k vektorleri ve A1, Ap, -+, Ak € R icin,
)\171—}-)\2724—”'—1—}\/(?/(:6

olmasi, ancak ve ancak
AM=Ar=---=A, =0
olmasiyla miimkiin ise, Ui, Uy, ,7;( vektorlerine IR” de lineer bagimsiz vektorler
denir. Diger yandan,
— — — =
Mui+Aus+--+Au,=0

olacak sekilde Aj,Ap,---,Ax € R sayilarindan en az biri sifirdan farkh olarak bulunabiliyorsa,
—  — — " c n . = = 5
ui, Uy, -, Uy vektorlerine R” de lineer bagimh vektdrler denir.

o R? de X = (1,1) ve 'y = (1,0) vektorleri icin,
MX + Ay =0= (A1 + Az, A2) = (0,0) olabilmesi icin, ancak ve ancak A\; = A, =0
olmasi gerekir. O halde, X ve 7y’ lineer bagimsizdir.
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R? de X =(1,3) ve y =(3,9) vektorleri lineer bagimlidirlar. y = 3% dir.
Y —3% = 0 esitliginde, hem Ay = 1 hem de A, = —3 sifirdan farkhdir.

R3 de X =(1,1,1), y = (1,0,2) ve Z = (3,1,5) vektorleri X +2y — Z =0
oldugundan lineer bagimlidirlar., bu vektorlerden birini, digerlerine bagh olarak, digerleri
cinsinden yazabiliriz. A; =1, Ay =2 ve A3 = —1 sifirdan farklidir.

= =

R? de ayni dogrultudaki iki vektor lineer bagimlidir.

Problem

R? de lineer bagimli iki vektsr, R® de lineer bagimli iic vektor yaziniz.

— N

R3 de ayni diizlemdeki ti¢ vektor lineer bagimhdir.
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R3 de X =(1,2,3), y =(1,1,0) ve Z = (—1,0,1) vektdrlerinin lineer bagimsiz
oldugunu gosteriniz.

Coziim

AMX + )\27 + A3Z =0 durumunun sadece A1 = Ay = A3 = 0 iken saglandigini
gostermeliyiz.

A1(1,2,3) 4+ A5 (1,1,0) + A3 (—1,0,1) = (0,0,0)
esitliginden,

{)L1+)L2—)L3 =0, 201 +A, =0ve3A; +A3=0

olur ki, tek ¢éziim A1 = 0,A» = 0, A3 = 0 ¢éziimiidiir. O halde, X',y , Z lineer bagimsizdir.
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n Boyutta n vektor icin Lineer Bagimlilik ve Determinant lliskisi

R? de verilen iic vektoriin olusturdugu 3 x 3 determinanti g6z 6niine alalim. Eger, bu iic
vektor lineer bagimli ise, herhangi bir vektor, diger vektorlere bagl olarak yazilabileceginden
determinant sifir olur. Ornegin,

— — — —
X,y ve ax+by
vektorlerini gozoniine alalim. Determinant 6zellikleri kullanilirsa,

det (X,y,ax +by)=adet(x,y, xX)+b(X,y,y)=a-0+b-0=0

oldugu goriilebilir. Bu distince, IR” uzayindaki n tane lineer bagiml vektor icin de gegerlidir.
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kactir?

x, 7 Z lineer bagimli ise, det (7 7 ?) = 0 olmalidir. Buna goére,

—4k—T7=0

=N X
= W W

1
2
2

olmasi gerektiginden, k = 7/4 olur.

Problem
R3 de X = (1,4,3), Yy = (0, k,3) ve Z = (2,1,1) vektérleri lineer bagimli ise k kagtir?
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R* de X =(1,k,3,0), ¥y = (1,2,2,3), Z =(2,1,1,1) ve w = (0,1,0,1)
vektorleri lineer bagimh ise k kactir?

Coziim

!
J

R* de, X, Yy, Z', W lineer bagimli ise, det (? Yy, Zz, W)) = 0 olmalidir. Buna gore,

=3k+5=0

O N~
== N X
o~ N W
=)

olmasi gerektiginden, k = —5/3 olur.

| \

Problem

R* de X' =(2,0,3,0), ¥y =(1,k,2,3), Z=(2,1,0,1) ve w=(0,1,0,1) vektérleri lineer
bagimli ise k kactir?

§
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V bir vektdr uzayi olsun. Bu uzayda verilen {?1, U, .., U)m} vektérleri hem lineer bagimsiz
ise, hem de V uzayindaki her vektdr, bu vektorler cinsinden yazilabiliyorsa, yani V uzayini
geriyorlarsa, { ui, us ..., u m} vektorlerine V uzayinin bir tabani denir.

Ornegin, TTE vektorleri R3 uzayinin bir tabanidir. Bu ii¢ vektdr hem lineer bagimsizdirlar,
hem de R® uzayini gererler. Bu tabana, R? uzayinin standart tabani denir. IR3 uzayi icin
sonsuz sayida taban bulunabilir. Ornegin

X =(1,1,0), ¥y =(0,1,1) ve Z =(1,0,1)

vektorleri R? de lineer bagimsiz olan ve IR%'ii geren iic vektordiir. Bu vektorler de, IR3 icin bir
tabandir. R" uzayindaki n lineer bagimsiz vektor, daima IR" uzayini gereceginden, R" uzayinda
alinan n vektérden olusan her lineer bagimsiz vektor kiimesi, R” uzayi icin bir tabandir.
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Problem

R? wuzayinin farkli iki tabanini yaziniz.

Problem

R3 uzayinin farkli iki tabanini yaziniz.

Ornek

Bir vektdr uzayinda verilen vektérlerin lineer bagimsiz olmasi, taban olmasi icin yeterli
midir? Bir tane ornek vererek aciklayiniz.

| A\

Coziim

Yeterli degildir. Ornegin, R® uzayinda

X =(1,0,0) ve y = (0,1,0)

vektorleri lineer bagimsizdir. Fakat, R® uzayini germezler. Bu nedenle {? 7} taban olamaz.

v
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Ornek

Bir vektor uzayinda verilen vektorlerin, o uzayr germesi, taban olmasi icin yeterli
midir? Bir tane 6rnek vererek aciklayiniz.

| A\

Coziim

Yeterli degildir. Ornegin, R? uzayinda X = (1,0), y = (0,1) ve 2 = (1,1) vektérlerinin

R? uzayini germelerine ragmen, bu iic vektor lineer bagimsiz olmadiklarindan (giinkii
— —

Z = X + Y ), R? uzayinin tabani degillerdir.

Problem

X =(1,0,0), ¥ =(0,1,0), Z = (1,1,1) ve W = (1,2,3) vektorleri R® uzayinin taban
olabilir mi?

| \

Problem

X =(1,0,0,0), ¥ =(0,1,0,0), Z = (1,1,1,0) vektsrleri R* uzayinin neden tabani
degildir?

| A\

A\
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Problem

Asagidaki vektor kiimelerinden hangileri R3 uzayi icin bir tabandir? Nedenleriyle agiklayiniz.

a){(1,1,1);(1,2,3);(3,2,1)},

b) {(1,1,1); (1, 2 3);(2,3,4)},
c) {(1,0,0):(0,1,0);(0,0,1);(0,0,0)},
d) {(1,1,1); (1. 3))

__A

%NOt Wi, Uy, -+, U, vektorleri tarafindan gerilen, Sp{ Ui, Usp, -, m} =V uzayin-
daki, ©'j, 1 < i < m vektdrlerinden secilecek maksimum sayidaki lineer bag|m5|z vektor, V
uzaymin bir tabani olur. R” uzayindan secilen herhangi n tane lineer bagimsiz vektér, R"”
uzayinin tabanidir.
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Problem

Asagidaki vektor kiimeleriden hangileri V.= {(x,y,z) : x+y = z} uzayi icin bir tabandir?
Nedenleriyle aciklayiniz.

a){(1,1,2);(1,2,3)},
b) {(1,1,2);(1,2,3);(2,3,5)},
))}

);
c){(1.3.4);
1) :(0,1,0)}

(0,1,
d){(0,1,1); (1,0,

\
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X =(1,1,1),y =(0,11), 7 =(1,1,2), w = (1,1,0) vektorlerinden R? icin bir
taban secilebilir mi?

| \

Coziim
Vektorleri matris olarak yazarak, matrisi eselon forma getirelim.

111 11 1 11 1
011 01 1 01 -1
11 2 S5 — 5 -5 0 0 1 00 1
110 0 0 -1 00 O

S4 — 54— 51 S4 — S4+ S3

Buna gore, ilk iic vektér lineer bagimsizdir. R3 uzayr 3 boyutlu oldugundan, bu iic vektérii
taban olarak secebiliriz.

A,

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) LINEER BACIMSIZLIK, GERME, TABAN M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 28 / 32



V =Sp{u1=(1,0,1),u>=(2,1,1), u3=(1,1,0), us=(3,1,2)} uzayimin bir tabanim
bulunuz.

Elemanter satir operasyonlariyla, en fazla kag¢ tane lineer bagimsiz vektér secebilecegimizi
gorelim.

101 10 1 10 1

21 1| 272721 151 1| 5555-5 |01 -1
53—>53—51

1102 o2 |01 -1| 855000

312 4 v lo 1 1|00 O

oldugundan, segilebilecek maksimum lineer bagimsiz vektér sayisi 2'dir. Buna gore,
sifirlanmayan ilk iki vektér alinabilir. O halde, W1 = (1,0,1), U, = (2,1,1) vektorleri V
uzayinin bir tabanidir.
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Uzayin Boyutu

V bir vektor uzayi olsun. V uzayinin tabanindaki vektor sayisina V uzayinin boyutu denir ve
boy (V) ile gosterilir. boy (R") = n oldugu agiktir. n boyutlu bir uzaydan segilen lineer
bagimsiz n vekt6r, bu uzayin bir tabanidir.

V =Sp{u1=(1,0,1),u>=(2,1,1), u3=(1,1,0), us=(3,1,2)} uzayinin boyutu
kactir?

Bir 6nceki 6rnekte, bu uzayin tabaninin W1 ve Wy alinabilecegini gostermistik. Kisaca,
tabaninda 2 vektér oldugundan, bu uzayin boyutu 2'dir.
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Problem

Asagidaki uzaylarin boyutlarml bulunuz.
a) V; _sp{?— 1,0,1,1), ¥=(0,1,
b) V, sp{x_ (1,0,1, 1), 7:(0 1
c) V3 =Sp{x'=(1,0,1), y=(0,1,0),

~—

} zay/n/n boyutu kact/r?
, Z = (1,1,1,0) =(1,1,1,1)}
_L1). W=(1,0)]

0,1
0,1

Nl\_/
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