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Fonksiyonlar

Ornek 1 3= {(z,y) : |z| + |y| = 2, =,y € R} bagintisimin grafigini ¢izelim.

Ornek 2  [], z sayisindan biiyiik olmayan en biiyiik tamsayiyr géstermek iizere,

6:{(«73,3}) : II‘I]] [[y]] =2, $7y€R}

bagintisimin grafigini ¢izelim.

Ornek 3 Asagidaki bagintilarin fonksiyon olup olmadiklarin oldugunu agiklayiniz.
a) fi:Z—N, fi(x)=x—1
z(z+1)(2x+1
) fr: 2=, fy (0) = L2 ETT D
C) fgIRHR, fg(l’):
d) fa:Q—Z7F, fa(x)

1
—+z

x
— 22
Ornek4 f(n)=n3veg(n) = f(n+1)— f(n) olduguna gore,

9(0),9(1),...,9(99)
sayilaruin ortalamasi kagtir?

Ornek5 f : R — {0} — R — {0} fonksiyonu f (1/z) + (1/z) f (—2) = x/3
kosulunu saglyorsa, f (1/3) =7

Ornek 6 Her x € Ricin, f () fonksiyonu 3f () + 2f (1 — x) = 2z + 9 esitligini
saghyorsa, f (2) =7

Ornek7 € R —{0,1}icin, f (z) + f(1/ (1 — x)) = x olduguna gére, f (2) =?

Ornek 8 f (z): R — R fonksiyonu,
f@)+7fQ—-2)=101 ve f(1+2)— f(x) =92
esitliklerini sagladigina gore, f (z) + f (—z) =7

Ornek 9 f(—1)= f(1) = 1veherx,y € Z icin,

f(w) fy) =[x+ 2zy) + f (y — 22y)
olduguna gore, f (101) =
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Ornek 10 £ (z) : R — R fonksiyonu her x € R — {1} icin,
x + 2009
fle)+2f (—

) =2010 — z=
T —
esitligini sagladigina gore, f (2011) =7

Ornek 11 2f (z) +3f (1 — ) = 2% ise, f (v) =?

Ornek 12 f: Zt — Z fonksivonu, f (0) =0, f (5) = 980 ve
fle+)+fz—1)=2f(z)+2
esitliklerini saghyorsa f (10) =7

Ornek 13 f: Z+ — 7Z fonksiyonu, f (0) =0, f (1) = 1 ven > 2 igin,
f)=2f(n=1)+ f(n—2)=(-1)"(2n —4)

esitliklerini sagladigina gore, f (n) fonksiyonunu bulunuz.
% Fonksiyonel denklemler konusu beginci ciltte ayrintili olarak ele alinacaktir.

Ornek 14  Negatif olmayan tamsayilarda taniml, f fonksiyonu, her .,y icin,
af (y) +yf (2) = (@ +y) f (2 +97)
esitligini sagladigina ve f (99) = 5 olduguna gore, f (100) =?

Ornek 15 f:R — R, f(x) = 2% — 4z + 5 fonksiyonunun bire-bir olup olmadigini
gosteriniz.

Ornek 16 f : R — R, f(x) = 23 fonksiyonun bire-bir olup olmadigini grafigini
cizerek gosteriniz.

Ornek 17  Asagidaki fonksiyonlardan hangilerinin tersi vardir?

a) f:Z—Z, f(x)=2x+3

b f R-R f(r)=a2%-1

o)f R=Rf(x)=a%+1

\/§x+ 1

d)f.RﬂRf(m)fT
e)A={1,2,3}, f: A— Ave f ={(1,2),(2,3),(3,1)}
NA={1,2}ve B={a,b,c},f: A— B, f={(1,a),(2,b)}

Ornek 18 £ (z) = 2® — 622 + 12z fonksivonunun tersini bulunuz.

Ornek 19 f(z) = 2 — 22 — 3z + 4 olduguna gore, f~1 (z) = f (x) denklemini
saglayan x degerlerini bulunuz.
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Ornek 20 f () : R — R fonksiyonu,

[ (@) A+ f(z) =3+ f(x)
denklemini sagladigina gore, f (11) =7

Ornek 21 £ (f (f (x))) = 27x+11 kosulunu saglayan f (x) dogrusal fonksiyonunu
bulunuz.

Ornek 22 n sayisinin rakamlart toplamin f (n) ile gosterelim. Buna gore,
J(f (f (f (1989'989)))) =? (KANADA M.O.- 1989)

v fur (@) = fo (fa (2) olduguna gire, faons (2010)

Ornek 23 fo(z) = ]
kagtir?

Ornek 24  p ve q pozitif tamsayilar olmak iizere, f : Rt — R fonksiyonu

faf(y) =aPy?
esitligini sagladigina gore, ¢ = p? oldugunu gésteriniz. (ISRAIL M.O. 1994)

Ornek 25 f(z) =
(CIN ULUSAL M. O.)

% — g fonksiyonunun ¢ift fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Ornek 26 f: R — R bir tek fonksiyon ve g : R — R bir periyodik fonksiyon olmak
iizere, h (x) = x2 fonksiyonunun f (x) + g (x) seklinde yazilamayacagim gosteriniz.

Ornek27 f:R =R, f(2) = 2? — 42 + 5 fonksiyonunun (2, 00) araliginda artan
oldugunu gésteriniz.

Ornek 28 £ () : (0,00) — R fonksiyonu azalan bir fonksiyon olmak iizere,
f(2¢® +a+1) < f(3a>—4a+1)
esitsizligi saglaniyorsa a hangi aralikta olmalidr? (CIN ULUSAL M.O. 2005)

Ornek 29 f (v) = 14—/22 — 62 + 25 fonksiyonunun alabilecegi maksimum deger
kagtir?

Ornek 30 Her x,y € Ricin, f(f(x) +y) = f(x +y) + f(0) esitligini saglayan
tiim monoton artan reel degerli fonksiyonlari bulunuz. (Avusturya Polonya M.O. 1988)
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1.1  Cok Degiskenli Fonksiyonlar

Ornek 31 £ (z,y) : (R —{0}) x (R — {0}) — R fonksiyonu icin,
f(x,f(y,z)) = f<$7y) 'ZV@f(.’L‘,.’L‘) =1

olduguna gore, [ (x,12) = 24 esitligini saglayan x sayisin bulunuz.

Ornek 32  Reel sayilar kiimesinde sifirdan farkli .,y reel sayilart icin tamimlanan
f(7/x,y/5) = x + y + xy fonksiyonu i¢in, f (6/5,2/3) =7

Ornek 33  f:7Z x 7 — 7 fonksiyonu,

l)f((l—i—l,b) _f<a_ 17b) =2a ”)f(b7a) = _f(a’ab) ”l) f(oal) =1
kosullarim sagladigina gore, f(999,1000) =?

Ornek 34 f:R x R — R olmak iizere,
fl@y)+z=Ffy+zr+2)
f0,z+y)=f(0,z)+ f(0,y)
kosullart saglaniyorsa, f(2009,2011) =?

Ornek 35 f:R x R — R fonksiyonu,
0 f(z,z) ==
ii) f(z,y) = f(y,2)
iii) f (z, f (y,2)) = f (f (z,9), 2)
)y <zvef(z,y) #xise f(x,y) < f(x,2)
kosullarim sagladigina gore, f (x,y) = x veya f(x,y) =y oldugunu gosteriniz.

Ornek 36 f:7Z x 7 — 7 fonksiyonu,
fQx,x)=2f(z,z)
fla+Ly) = f(zy)+f(y*+1,0)
(1,0 =1

kosullarim sagladigina gore, f (10,11) =7

1.2 Kansik Ornekler

Ornek 37 f: R — R olmak iizere, {x} , x sayisinin kesir kismini gostermek iizere,
her x igin, x = f (x) + f ({x}) esitligi saglanmaktadir. Buna gore, f (200, 8) =?
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Ornek 38 £ (n) fonksiyonu
[ n/2 n ¢ift
In = (n—1)/2 n tek

olmakiizere, 0,1,1,2,2,3,3, ..., Gn, ... Sayt dizisinin ilk n teriminin toplamini gostersin.
Buna gore, x > y ve x, y pozitif tamsayilar olmak iizere,

[ty —flz—y)

ifadesini x ve y cinsinden bulunuz.

Ornek 39 Her z € Rigin, f (0) # 0 ve f (100z — f(0)) = 10022 olduguna gére,
7 (100) =7

Ornek 40 7 ve m negatif olmayan tamsayilart i¢in
)f0,n)=n+1
ii) f (m,0) = f (m —1,1)
i) f(m+1,n+1) = f(m, f (m+ 1,n)) olduguna gore,
a) f(1,2008) =? b) f(2,2008) =?

Ornek 41 Hern tamsayist igin,

_f n=-3 n > 2008
fn) = F(f(n+5))  n <2008

olarak tamimlanwyor.

a) f (1000) =
b) f (n) = 2005 olacak sekilde kag n pozitif tamsayr degeri vardir?

Ornek 42 f: R — R fonksiyonu, f (1) = 1 ve her = € R icin,

fe+5) = f(2)+
Flo+1) < @)+
esitsizlikleri saglanmaktadir: g (x) = f (x)+1—x ise g (2002) =? (CIN M.O.- 2002)

Ornek 43 Pozitif tamsay ikililerinden tamimlanan f (x,y) : 7 x Z — R fonksiyonu
i f (17 1) =2,
i) fe+1y)=2(@+y)+f(z,y)
i) f(x,y+1)=2(x+y—1)+ f (z,y)
ozelliklerini sagladigina gore f (m,n) = 402 olacak sekilde m ve n tamsayilarin
bulunuz.

2r —

Ornek 44 f (z) = olmak iizere, k = 1,2, 3, ... icin

fe1 () = f1 (fi ()
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seklinde tammlaniyor. fs5 (x) ve fs (x) aynmi olduguna gore fog (v2) =? (HONG
KONG Pre. Contests)

Ornek 45  Her x,y reel sayisticin, f (z)+f (y) = f (x +y)—z-y—1ve f(1) =1
olduguna gore, f (n) = n olan negatif n tamsayisini bulunuz.

Ornek 46  fo, f1, ..., fn.... fonksiyon dizisi, her v € Rven = 0, 1,2, ... igin

fot1 (2) = Va2 +6f, (z)

esitligini saglyorsa, her n pozitif tamsayisi igin, fy, () = 2x denklemini saglayan x
sayist kag olabilir?
Ornek 47 f () : Z* — N fonksiyonu,

i) f(mn) = f(m) + [ (n)

1) n’nin son rakami 3 ise, f (n) =0

i) f(10) =0
esitliklerini sagladigina gore, f (1985) =7 (Iberoamerikan M.O. 1985)

Ornek 48 7 tamsayilar kiimesinin belirtmek iizere, f : 7. — 7, fonksiyonu

n—3, n > 999
f(“):{ f(f(n+5), n<1000

seklinde tammlandigina gorve f (84) asagidakilerden hangisine esittir? (AIME)

Ornek 49 2 # 0 ve x # +1 olmak iizere,
1
f(x>2f( x) — 64z

1+
olduguna gore, f (x) =7 (Iberoamerikan M.O. 1987)

Ornek 50 a, b, c ve d sifirdan farkli reel sayilar igin,

ar +b
olarak tamimlanmyor. f (19) = 19 ve f (97) = 97 olmak iizere —d [ c haricindeki tiim x
degerleri i¢in, [ (f (x)) = x esitligi saglaniyorsa, [ fonksiyonunun tanim kiimesinde
yer almayan tek sayi nedir? (AIME)

Ornek 51 f:R — R fonksiyonu

f(z+19) f(z)+19

[ (z+94) fx)+94
esitsizliklerini saglyorsa f (x + 1) = f (z) + 1 oldugunu gosteriniz.

<
>
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Ornek 52 {a}, a sayisimn kesir kismini géstermek iizere, f (x) = {5x/2} fonksi-
yonu igin, 0 < & < 1 aralhiginda f (f (f (x))) = 0 olacak sekilde kag tane x sayist
vardir?

. 2008 |
Ornek 53 f (n), \/n sayisina en yakin tamsayiyr gosterdigine gore, m =7
k=1

Ornek 54 Her x € Ricgin, f(z +19) < f(x) + 19 ve f(x + 94) > f(z) + 94
esitsizliklerini saglayan reel degerli f fonksiyonunun her x € R igin,

fle+1)=fz)+1
esitligini sagladigim gosteriniz. (Avusturya Polonya M.O. 1994)

BU SORULARIN COZUMLERINI MATEMATIK OLIMPiYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir
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1.3  Coziimli Test

1. f : R — R, fonksiyonu i¢in, f (0) = 1 ve
flay+1) = f(a )f( )= fly) —z+2

esitlikleri saglandigina gore, f (100) =
A) 100 B) 101 C) 99 D) 200 E) Higbiri

2. n sayisinin rakamlariin toplami nq, ny sayisinin rakamlarinin toplami nsy ve bu
sekilde her defasinda elde edilen sayinin rakamlarin toplami hesaplanarak, en sonunda
bir rakam elde edilecektir. Bu rakamu f (n) ile gosterelim. f (n) = 5 olacak sekilde,
2010’dan kiiciik kag pozitif tamsay1 vardir?

A) 100 B) 222 C) 221 D) 223 E) Higbiri

x

9
3. f(x) = 310 olduguna gore,

1 3 1995
f<1996> +f<1996) +f(%) +"'+f<%)

toplamini hesaplayiniz. (KANADA 1995)
A) 1996/2 B) 1997/2 C) 1996 D) 1995/2 E) Higbiri

4. Herhangi k pozitif tamsayist i¢in, fi (k) fonksiyonu k sayisimin rakamlarinin
kareleri toplamini gostermektedir.

fn (k) = f1 (fa—1(k))
olduguna gore, fapog (2010) =7
A) 89 B) 37 C)42 D) 29 E) Higbiri

5. Her z, y reel sayisiigin, f (2) f (y) — f (« - y) =  +y olduguna gore, f (100) =?
A) 100 B) 101 C) 99 D) 200 E) 199

6. Reel sayilarda tanimlanmis f (x) fonksiyonu her z,y € R igin,
flety)=f(z-y) vef(-1/2)=-1/2
olduguna gore, f (100) =?
A) 100 B) 101 C) 99 D) 50 E) Higbiri
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7. f (z) = ax?® — c fonksiyonu igin, —4 < f (1) < —1ve —1 < f(2) < 5 olduguna
gore, f (3) igin asagidakilerden hangisi dogrudur?
A)0< f(3)<21 B)-2< f(3) <10 C)-2<f(3)<20
D) —1< f(3) <20 E) Higbiri

8. Her ,y reel sayst icin, f (z +y?) = f(z) +2(f (y))” ve f (1) # 0 olduguna
gore, f (100) =7

A) 100 B) 101 C) 99 D) 50 E) Higbiri

9. f:Z% x ZT — Z™ fonksiyonu i¢in,
f ey +2) = @) f (22)
fla+y1)=f(z1)+f(y1)
fx+y.2)=f(2,2)+4f (zy, 1) + f (y,2)
olduguna gore, f (5,100) sayist ka¢ basamaklidir?
A) 100 B) 101 C) 99 D) 50 E) Higbiri

10. f(z,y) : R x R — R fonksiyonu, f(z,0) = z, f(z,y) = f(y,x) ve
fl@+1,y) = f(x,y) +y+ 1 kosullarin1 sagladigmna gore, f (13,6) =7

A) 100 B) 98 C) 99 D) 50 E) Higbiri

1
11. Her z reel sayisi i¢in, f (x4 1) = 1;% olarak tanimlaniyor. f (1) = 2
—f(z
olduguna gore, f (100) =?
1 -1
A)g B) 5 C) -3 D) 2 E) Higbiri

1+z
A)—233/10/3 B)—203/10/3 C)—-21¢/10/3 D)—2°{/10/3 E) Higbiri

1—
12.  # Ove x # +1 olmak iizere, f (z)* f ( m) = 64z olduguna gore, f (4) =7

13. f fonksiyonu, f (100) = 0 ve her z,y € Rigin f(f(z) +y) = f(z +y) + f(0)
esitliklerini saglayan artan bir fonksiyon olduguna gore f (1000) =?

A) 1000 B) 998 C) 999 D) 900 E) Higbiri
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14. f : Z x Z — Z fonksiyonu i¢in, f (1,1) = 1 olmak tizere,
fly+z)=f(z.y)—2z ve f(y+zz)=Ff(yz)+22
esitlikleri saglamyorsa, f (101, 100) =7
A) 100 B) 102 C) 99 D) 101 E) Higbiri

15. f : Z — Z olmak tizere, f(1) = 1ve f(z)f(y)=f(x+y)+f(x—y)
olduguna gore, f (100) =?

A)l B) -1 C)2 D) -2 E) Higbiri

16. Pozitif tamsay ikililerinde tammlanan f (x, y) fonksiyonu

D) f(2,2) =2 +2i) f(z,y) = f(y,2) i) (v +y) f(2,9) =yf (z,2 +y)
ozelliklerini sagladigina gore f (9,7) =7

A) 100 B) 198 C) 199 D) 200 E) Higbiri

17. f: ZF - Z7F, f (z) = 2% + 2 + 1 ise,
(@)™ + (f (x+ 1)) 44 (f (2 4n)) "

ifadesinin 10 ile tam boliinebilmesi i¢in 7 pozitif tamsayisi en kiiglik kag olabilir?
A) 10 B) 11 )9 D) 12 E) 13

18. f : N — N fonksiyonu
i) Vo,y € Nigin f (zy) = f (=) + f (y) — 1
ii) f (z) = 1 esitligini sonlu sayida x saglar.
iii) f (30) = 4
ozelliklerini sagladigina gore, f (400) =?
A)l B) 7 C)6 D)5 E) Higbiri

19. f () fonksiyonu her z € Rigin, f (z) + f (z — 1) = 2? kosulunu saglamaktadir.
f(19) =94 ise, f (94) degerinin son ¢ rakami kagtir? (AIME)

A) 861 B) 761 C) 561 D) 461 E) Higbiri
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20. f : R — R, fonksiyonu her z reel sayisii¢in, f (0) =0, f (2+z) = f(2—x)
ve f(7T+z) = f(7— z) esitliklerini sagladigma gére |z| < 1000 ve f (z) = 0
olacak sekildeki « sayilarinin miimkiin olan en kiigiik degeri kagtir? (AIME)

A) 129 B) 400 C) 399 D) 402 E) Higbiri

21. a,b ve n pozitif tamsayilar olmak iizere, a + b = 2" ve f (a) + f(b) = n?
esitlikleri saglaniyorsa, f (2002) =? (Harvard MIT Math. Tournament)

A) 92 B) 96 C) 90 D) 88 E) Higbiri

BU SORULARIN COZUMLERINI MATEMATIK OLIMPiYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir
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1.4 Tibitak Matematik Olimpiyat Sorular

1. Negatif olmayan x, y tamsayilari igin tanimlanan F' (x, y) fonksiyonunda,
i)Herz,yi¢in, F(z + L,y) + F(z,y +1) = F (z,y) + F(z + 1,y + 1)
ii) Her z i¢in, F' (2,0) =
iit) Her y > 0 i¢in, F (0,y) =1
ise, F' (1000, 993) asagidakilerden hangisine esittir?
A) 1993 B) 1001 C) 999 D)7 E) 994
UMO - 1993

2. Rasyonel sayilardan rasyonel sayilara tanimli bir f fonksiyonu tiim a, b rasyonel
sayilari i¢in, f (a + b) = f (a) + f (b) denklemini saglasin. f (2) = 3 olduguna gore,
f(5/2) asagidakilerden hangisidir?

5

A) 5 B) 3 C) 15/4 D) 11/2 E) 15/2

UMO - 1994

3. f : Z* — Z%* fonskiyonu, her x,y pozitif tamsayilar i¢in, f (z,z) = =z,

flz,y) = f(y,x) ve f(z,y) = f(x,z+y) kosullarim1 sagliyorsa, f(91,143)
kacgtir?

A)1 B) 12 C)13 D) 14 E) 15
UMO - 1994
4. © > Oigin, f(x+1) = zf (z) ve f(1) = 1 olduguna gore, asagidakilerden
hangisi dogrudur?
A) f (z)’in en kiigiik degerini aldig1 nokta (1, 2) araligindadir.
B) f (z)’in en kiigiik degerini ald1g1 nokta (0, 1) aralhigindadur.
©)
)

()
(x) en kiigiik degeri 2 = 1 noktasinda alir.
)

=)

f
f (x)’in en biiyiik degerini aldig1 nokta (1, 2) araligindadur.
E) f (z)’in en bityiik degerini aldig1 nokta (2, co) araligindadr.

UMO - 1995

5. f : Z x Z — Z fonksiyonu, her z,y € Z igin,
Dfe+Ly+)+ f(zy)=f(y+)+fz+1y)
2) f(z,00 =2 3)f(0,y) = —y°
kosullarii saghiyor. f (1000, 996) asagidakilerden hangisidir?
A) 7984 B) 1996 C) 16 D) 4 E) Higbiri
UMO - 1996
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6. f : R™ — R fonksiyonu her z,y € R* igin,
1
f(ﬂf)+f(y)=f($)'f(y)+1—x—y
kosulunu sagliyor ve f (2) < 1ise, f (3) degeri nedir?
4 2

M1 Bz O3

D) Verilenlerden tek bir f (3) degeri belirlenemez.
E) Verilen koslullari saglayan bir f fonksiyonu yoktur.

UMO - 1998

7. Pozitif gergel sayilar tizerinde tanimli, f (1) = 1 kosulu ile tiim z, y gergel sayilari
igin f (22 - y?) = f (z* + y*) kosulunu saglayan kag tane f fonksiyonu vardir?
A)O B)1 C)3 D) 4 E) Sonsuz sayida
UMO - 1999

8. Tiim x, y gergel sayilari i¢in,

F@ @)~ fay) =L+

z

Y

kosulunu saglayan f fonksiyonlarmmn alabilecegi farkli f (2) degerlerinin toplami
nedir?

AL B O° D)

Do W

E) Higbiri
UMO - 2000
9. f fonksiyonu her gergel x degeri igin, f (z)+3f (1 — ) = 22 esitligini saghyorsa,

S ={z: f(x) = 0} olmak iizere, asagidakilerden hangisi dogrudur?
A) S sonsuz bir kiimedir ~ B) {0,1} ¢S C)S=10

D) s = {258 381 E) Highiri
UMO - 2003

10. f fonksiyonu, her z # 1 gergel sayisi i¢in,

1
)+ f—=) = 2°
esitligini sagliyorsa, f (—1) nedir?
1 1 7 Do
A) -1 B) 1 C) 3 D) 1 E) Higbiri

UMO - 2004
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11. Her n pozitif tamsayist i¢in, f (2n + 1) = 2f (2n) ve f (2n) = f (2n — 1)+ 1ve
f(1) = 0ise, f(2005) sayisinin 5’ bolimiinden elde edilen kalan asagidakilerden
hangisidir?
A)0 B) 1 C) 2 D)3 E) 4
UMO - 2005

12. f: (0,00) — (0, 00) fonksiyonu her x, y € (0, c0) i¢gin
10- = f(@) - f(y) ~ f(ay) ~ 90
Y
denklemini sagliyorsa f (1/11) kagtir?
A)1  B)11 ()21 D)3l  E) Tek tirlii bulunamaz
UMO - 2008

13. Herhangi bir > O saysti¢in, f : R - R, g : R — R ve
lz—2|<r?=|f(zx)=-3|<r, |v—-2/<r/10=|g(z)—4]<r
sartlarin1 saglayan (f, g) fonksiyon giftleri diigiiniiliiyor. Asagidaki x degerlerinden

hangileri,
|f (z) +g(x) =7 <1/2
esitsizligini bu tiir (f, g) ¢iftlerinin tiimii i¢in saglar?
(D z=1,99, 1) z = 2,024, () 2 = 1,95, (IV) 2 = 1,9
A) Higbiri i¢in B) Sadece I igin C) Sadece I ve I igin
D) Sadece I, II ve 11T igin E) Hepsi i¢in
UMO - 1994

BU SORULARIN COZUMLERINI MATEMATIK OLIMPIYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir
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1.5  Ulusal Antalya Matematik Olimpiyati Sorulari
(Fonksiyonlar)

1. Ny = {0, 1,2, ...} olmak tizere f : Ny x Ny — Ny fonksiyonu her (z,y) € Ngx Ny

igin f(0,y) =y + 1, f(z+1,0) = f(z,1) ve f(z + Ly + 1) = f(z, f(z + 1,9))
esitliklerini saglamaktadir. f(1,1998) asagidakilerden hangisidir?

A) 1998 B) 1999 C) 2000 D) 2002 E) Higbiri
Antalya M.O.- 1998

2. F(z) ve f(x) fonksiyonlar tiim reel eksende verilmis reel degerli fonksiyonlar
olmak tizere, her z ve y i¢in F(x + f(y)) = 3z + y + 7 esitligi saglanmaktadir.
f(2+ F(7)) degerini bulunuz.

A) 7 B)9 C) 10 D)13 E) 14
Antalya M.O.- 1999

3. Bir f fonksiyonu her a ve b reel sayilart i¢in f(a +b) = f(ab) ve £(1999) = 1999
kosullarini saglamaktadir. Buna gore, f(1000) asagidakilerden hangisidir?

A) 1999 B) 2000 C) 1000 D) 999 E) higbiri
Antalya M.O.- 2000

4. Tim pozitif tam sayilardan olusan kiime N ile gosterilmek {izere, f : N — N
fonksiyonu,

i) m ve n aralarinda asal olunca , f(mn) = f(m)f(n);
if) p ve g asal olunca, (p +q) = £(p) + £(q)
ozelliklerine sahipse, f(100) kactir?
A) 29 B) 50 C) 70 D) 125 E) higbiri
Antalya M.O.- 2000

5. f : R — R fonksiyonu her z, y € Ri¢in (f(y))? = 1[f(z +y?) — f(z)] esitligini
saglamaktadir. f(1) # 0 olduguna gore, f(2002) sayis1 kagtir?
A) 1000 B) 2001 C) 1001 D) 2000 E) 2002
Antalya M.O.- 2002

6. f ve g fonksiyonlari, her z,y € R i¢in
2f(2) + g(2) +3f(3/5) — 9(/9) = /2 + 3/
esitligini saglamaktadir. f(8) asagidakilerden hangisine esittir?
A) 12 B) 13 C) 10 D) 14 E) 15
Antalya M.O.- 2004
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7. N = {1,2,3,...} dogal sayilar kiimesi olmak iizere, f : N — N fonksiyonu
veriliyor. f(1) = 1 ve her n i¢in f(1) + f(2) + --- + f(n) toplami, n’den biiyiik
olmayan bir dogal saymin kiipii olduguna gore, f(5)’in 7 ile bolimiinden kalan nedir?

A)1l B) 2 C)3 D)4 E)b5
Antalya M.O.- 2004

8. f : Z — Z fonksiyonu hern € Zi¢in f(f(n+1)—=7)=n—1ve f(f(n)) =n
esitliklerini saghyor. f(0) = 1 ise, f(2005) asagidakilerden hangisine esittir?
A)7014  B)7007 C)7021 D)7028  E)7070
Antalya M.O.- 2005

9. X = {1, 2, 3, 4} kiimesi verilsin. f : X — X fonksiyonlari i¢inde, a,b,c € X
olmak tizere, f(a) = f(b) = f(c) kosulunu saglamayan kag tane fonksiyon vardir?

A) 200 B) 202 C) 204 D) 208 E) 212
Antalya M.O.- 2005

1
10. f (z) = 12 fonksiyonu verilsin. 1111°den kiigiik ve 1111 ile aralarinda asal

olan pozitif k£ tamsayilar1 igin,

k 1111 — k
a =1 (1111> +f ( 1111 )
sayilarinin toplami asagidakilerden hangisidir?

A) 500 B) 800 C) 600 D) 400 E) 1000
Antalya M.O.- 2008

11. Q rasyonel sayilar kiimesi olmak iizere, f : Q — Q fonksiyonu, her z,y € Q
i¢in f(z+y) —10 = f(z) + f (y) ve f (1) = 1 esitliklerini saglasin. Buna gore,
£ (10/11) sayist asagidakilerden hangisidir?
A) 0 B)3 C)4 D)5 E)6
Antalya M.O.- 2008

12. f:7Z — Z fonksiyonu her z,y € Z i¢in f(f(z)+y)— f(y+7) ==z
esitligini ve f(2) = 5 kosulunu saglasm. Bu durumda, f(11) asagidakilerden
hangisidir?
A) —4 B) -3 C) -2 D)2 E)7
Antalya M.O.- 2009
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Ornek 55 2* + 2% — 222 + x + 1 polinomunu, x> — = + 1 polinomuna béoliiniiz.

.. 1 3
Ornek 56 xlooo—2x999——x500+m499+§m6—x5+4polin0munun (x—1)(z—2)

ile boliimiinden kalani bulunuz.

Ornek 57 P () ikinci dereceden polinomu her x reel sayisi icin, P (x) > 0 esitsiz-
ligini saglamaktadr. P (2) = 0 ve P (3) = 2 olduguna gore, P (1)+ P (5)+ P (—1)
toplamint bulunuz.

Ornek 58 P (z) dordiincii dereceden bir polinom olmak iizere,
P(2)=P(-1)=P(-3)=-1ve P1)=P(-2)=1
ise, P (4) =7

2.1  Polinomlarin Esitligi

Ornek 59 2641 = (m2 + 1) (m2 + az + 1) (x2 + bx + 1) polinom esitligine gore
a-b="7

Ornek 60  z* +ma® 4+ na? + 20z + 25 polinomu bir tamkare olduguna gére, m+n
nedir?

3r—5

Ornek 61 ————————
e -2 +r—1

rasyonel ifadesini kesirlere ayiriniz.

Ornek 62 a,b,c,d € R ve k reel sayisi (—6, 6) araliginda olmak iizere,
zt+ka? +9= (x2+ax+b) (m2+cm+d)
esitligi saglaniyorsa, ¢ = F+/6 — k oldugunu gésteriniz.

Ornek 63  Bir pozitif n tamsayisi x,y € Z icin, 222 + 3y? formunda yazilabiliyor-
sa n sayisia giizel sayt diyelim, n sayisi giizel sayi ise Tn sayisimin da giizel say
oldugunu gosteriniz.

Ornek 64 = # —3/2 olmak iizere, f () = 5 Cj_ 3f0nksiy0nu icin, f (f (x)) ==

esitligini saglayan c degerlerinin toplami asagidakilerden hangisine esittir?
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Ornek 65 P (z) = x4+ 23 + 22 + x + 1 olmak iizere, her y igin,

Qy)-R(y) =P (y°)
esitligini saglayan tamsayi katsayili Q (y) ve R (y) polinomlarin oldugunu gos-
teriniz.

Ornek 66 2 (m3 + 1) (9:3 + 2) (9:3 + 3) polinomunun en kiigiik degerini bulunuz.

Ornek 67 a ve b tamsayilar olmak iizere, (z — a)* (z — b)* + 1 polinomunun tam-
sayi katsayili iki polinomun ¢arpimi olarak yazilamayacagini gosteriniz.

2.2 Polinomlarm Katsayilari ve Terim Sayisi ile ilgili Sorular

Ornek 68 P (z) = (2% 423 — 2z +1) 100 polinomunun tek dereceli terimlerinin
katsayilart toplamini bulunuz.

Ornek 69 P (z,y) = 2%y + 3zy + 5y® + 322 olduguna gore, P (x — 3,y +4)
polinomunun katsayilari toplamini bulunuz.

Ornek 70 (1+2)"+2(14+2)+22 (1 +2)"" +-- - +2'7 (1 + z)* polinomunun
acilminda 7 teriminin katsayisin bulunuz.

Ornek 71 (2x3 — 4x) 10 ifadesinin agiliminda x** teriminin katsayist kagtir?
Ornek 72 (9: + 322 + m3) ! ifadesinin agiliminda, x*° teriminin katsayisi kagtir?

Ornek 73 (z+5) (z+4) (x4 7) (z +6)° (22% + 3)3 (23 + 4z + 6)2 polinomu-
nun a¢iliminda terimlerden kag tanesinin katsayisi tektir?

Ornek 74 (v + 3)9 ifadesinin agiliminda katsayilardan kag tanesi tektir?
Ornek 75 (v +y+z+ w)6 ifadesinin a¢iliminda kag tane terim vardir?

Ornek 76 (x + 22+ $3)5 ifadesinin agiliminda kag tane terim vardur?

2.3  Horner Metodu ile Bélme

Ornek 77 P (z) = 2° + 2z + 1 polinomunun Q (z) = x> — 2x — 3 ile boliimiinden
elde edilen boliimii ve kalan bulunuz.

Ornek 78 P (z) = z* + 62° + 1202 + 11z + 6 polinomunu ¢arpanlara aywriniz.
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2.4 Bolme isleminde Kalanin Bulunmasi
2.4.1 Bir Polinomun ax + b ile Béliimiiniinden Kalan1 Bulma

Ornek 79 P (z) = 233 4 2" + 2 + 1 polinomunun, x + 1 ile béliimiinden kalan
kactir?

2.4.2  Bir Polinomun (az + b) (cx + d) ile Bélimiinden Kalam Bulma

Ornek 80 P (z + 2) ve P (2z + 1) polinomlarimin x + 1 ile béliimiinden kalanlar
srasiyla 5 ve 11 olduguna gére, P (x) polinomunun x* — 1 ile béliimiinden kalan
nedir?

243 Bir Polinomun ax” + b ile Boliimiinden Kalan1 Bulma

Ornek 81 P(z)= (:r1453 + x1071) polinomunun, 1+ x + x> + - - + 2° polinomu
ile boliimiinden kalani bulunuz.

2.44  Bir Polinomun az” 4 bxz™ (n > m) ile Bélimiinden Kalam1 Bulma.

Ornek 82 Kag tane n tamsayisi i¢in, n''' + n'' + n + 1 ifadesi n® + n ile tam
béliiniir

Ornek 83 P (5z —9) = 2™ + 20 + ... + 2 + 1 olmak iizere,
P (2%~ %2 4216 — 28 ot - 4?4 1)

polinomunun, 22 + x ile boliimiinden kalan nedir?

Ornek 84 P (z,y) = 2%y* — 32*y® + 423> — 523y? — day polinomunun, xy+ x
ile boliimiinden elde edilen kalani bulunuz.

Ornek 85 z** + 233 + 222 + 2'* + 1 polinomunun x* + 23 + 2 + x + 1 polinomu
ile tam boliindiigiinii gosteriniz.

Ornek 86 14z + 22+ -4 2™ polinomu 1 + ™ 4+ 2> 4 - - - + ™" polinomunu
bolecek sekildeki (m, n) pozitif tamsayt ikililerini belirleyiniz. (USO 1977)
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2.5 Bir Polinomun Tiirevi

Ornek 87 P (z) = (x — a)® polinomunun kaginct tiirevine kadar a bir koktiir?

2 n

Ornek 88 P(z) =1+ % + % + 4 a:_' polinomunun kath kékiiniin bulun-
madigini gosteriniz.

Ornek 89 z° — 5az* + b polinomunun iki kath kékii varsa a ile b # 0 arasindaki
baginti nedir?

Ornek 90 P (2x) = P’ (x) P" () esitligini saglayan tim P (x) polinomlarini bu-
lunuz. (ISVEC M.0. 1962)

2.5.0.1  Bir Polinomun (ax — b)" ile Béliimiinden Kalam Bulma.

Ornek 91 P (z) = az® + bz + 4 polinomu (z — 1)2 ile kalansiz boliindiigiine gore
a ve b yi bulunuz.

Ornek 92 P (z) = 825 + az* — 1023 + ba? + 4a + ¢ polinomu (2 — 1) ile tam
béliiniiyor ise, a + b+ ¢ =7

Ornek 93 P (z) = 2° — az? + bz — 1 reel katsayili polinomunun farkli olmas:
gerekmeyen 3 reel pozitif kékii olmasi i¢in a + b toplammin minimum degeri ne ol-
malidir?

2.5.1  Tamsay Katsayih P (z) Polinomu icin, P (z) — P (y) polinomu

(z — y)’ye Boliiniir.

Ozellik : Herhangi tamsay katsayili P (x) polinomu icin, (x —vy) ifadesi daima
P (z) — P (y) polinomunun bir carpanidr.

ispat :

Ornek 94 P (7) = 11 ve P (11) = 20 olacak sekilde, tamsay: katsayili kag tane
P (z) polinomu vardir?

Ornek 95 P (z) tamsayi katsayuli bir polinom olmak iizere, P (17) = 10 ve P (24)
17°dir. P (n) = n + 3 denkleminin iki farkly pozitif tamsayi ¢oziimii a ve b olduguna
gore, a - b =" (AIME 2005)
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2.6 Kanisik Ornekler

Ornek 96 P (0) bir tamsay ve P (—1) = 2009 olmak iizere, k = 1,2, ...,n icin,
P (k) = k% egitligini saglayan ve derecesi n olan P () polinomu géz oniine alintyor:
n sayist 29 ‘dan biiyiikse, n en kiiciik kag¢ olur?

Ornek 97 P (z) tamsayt katsayil bir polinom olmak iizere, P (10) = 2010 ise,
P (2010) polinomunun tamkare olamayacagim gosteriniz.

Ornek 98  f1 (z) = (z + 1) olmak iizere, i = 2,3, ... igin, f; () fonksiyonlart,
fa(@)=fi(z+1) = fi(2),
fa(x) = f2(x+1) = fa(2),
fa(w) = fs(z+1) = fs(2),

biciminde tanimlaniyor. Buna gére,

fa1 (1) + fo2 (2) + -+ - + f120 (100)
toplamint hesaplayiniz.

Ornek 99  Tumsay: katsayili bir polinomunun, 0 ve 1 degerleri icin aldigi tamsay
degerler tek sayr olduguna gore, bu polinomun tamsay: kékiiniin olamayacagini gos-
teriniz. (KANADA M.O. 1971)

Ornek 100 Tiim katsayilar: negatif olmayan ve P (0)'dan biiyiik olmayan n’inci
dereceden P (x) polinomu veriliyor. Buna gére, (P (z))* polinomunda z" terimi-
nin katsayisimin en ¢ok (P (1))? /2 olabilecegini gésteriniz. (KANADA M.O. 1974)

Ornek 101 1 bir pozitif tamsayt olmak iizere, (P (x))" = P (P (x)) esitligini sag-
layan tiim reel sayt katsayili polinomlart bulunuz. (KANADA M.O. 1975)

Ornek 102 P (z,y), (x — y) ¢arpamna sahip simetrik bir polinom olsun .(x — y)?
ifadesinin de P (x,y) polinomunun bir ¢arpant oldugunu gosteriniz. (KANADA M.O.
1976)

Ornek 103 P () ve Q (x) reel sayilarda tammli polinomlar olsunlar.

PQ(x) = Q(P(x)) ve P(z) = Q(x)
esitliklerini saglayan bir x degeri yoksa, P (P (x)) = Q (Q (z)) esitliginin ¢oziimii
olmadigini gosteriniz. (KANADA M.O. 1981)

Ornek 104 23 + pz? + qx + 7 polinomunun (0,2) araliginda ii¢ kékii olduguna
gore, =2 < p+ q + r < 0 oldugunu gosteriniz.
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Ornek 105 a,b, c,d € R olmak iizere, her x € R icin,
(22— 1)*° = (az + b)*° = (2? + cz + d) 10
olduguna gére, c + d =7 (SSCB M.0O. 1963)

Ornek 106 Kokleri 2° — x — 1 = 0 denkleminin koklerinin onuncu kuvveti olan
besinci dereceden bir polinom bulunuz.

Ornek 107 P (z) + 1 polinomu (x — 1)* ile ve P () — 1 polinomu da (x + 1) ile
tam béliinecek sekilde besinci dereceden bir P (x) polinomu bulunuz. (M. Excalibur )

Ornek 108 Dort farkls asal sayr degeri icin +3 degerini alan tamsayi katsayili
iigtincii dereceden bir polinom olmadigini ispatlaymmiz. (Avusturya Polonya M.O. 1997)

Ornek 109 P () polinomunun tiim katsayilar1 0, —1 veya 1 ve Q (z) polinomu-
nun katsayilarindan biri 100 olmak iizere, P (z) = Q (x) R (x) esitligini saglayan
tamsayt katsayili P () , Q (z) ve R (x) polinomlari bulunabilir mi?

Ornek 110 Her n pozitif tamsayist icin,

(P(2))* 1= (2> —1) (Q(x))
esitligini saglayan, n’inci dereceden bir P (x) polinomu ve (n — 1) ’inci dereceden
bir Q (x) polinomunun bulunabilecegini gosteriniz. (M. Excalibur)

Ornek 111 Tamsay: katsayili bir P (x) polinomu, x’in dort farkli tamsay degeri
i¢in 5’e esit olduguna gore, hi¢ bir © degeri icin P (x) = 8 olamayacagim gosteriniz.
(KANADA M.O. 1970)

Ornek 112 Tamsay: katsayih P (x) polinomu n € Z i¢in p(—n) < p(n) < n
esitsizligini saglyorsa, p(—n) < —n oldugunu ispatlaymiz. (BALTIK WAY M.O. -
1991)

BU SORULARIN COZUMLERINI MATEMATIK OLiIMPiYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir
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2.7  Coziimlii Test

1. 2135 + 2125 — 2115 4 25 4+ 1 polinomunun 2> — z ile boliimiinden kalan kactir?

A)2z—1 B)2z+1 C)2z+3 D)2z—3  E)Higbiri

2. P(z) = ax® + bx + ¢ polinomu, —1 < z < 1 igin, |P (z)| < 1 esitsizligini
sagliyorsa, b reel say1sinin maksimum degeri kag olabilir? (Excalibur)

A) 1 B)3 C)3/2 D) 4/3 E) Higbiri

3. P(2)Q (x) = 2° — 523 + 42 olacak sekilde, en biiyiik teriminin katsayisi 1 olan
kag tane P (z) polinomu vardir?

A) 16 B) 30 C) 31 D) 20 E) Higbiri
4.1 —z+2? 23+ 2% — - — 215 4 216 — 217 polinomu y = = + 1’in kuvvetleri
seklinde yazilirsa 42 nin katsayis1 kag olur? (AIME)

A)1l B)3 C)3/2 D) 4/3 E) Higbiri

5. 2999 — 1 ifadesinin (2% 4+ 1) (2* + z + 1) polinomuna bdliimiinden kalan polino-
mun katsayilar toplamini bulunuz.

A) 1 B) -1 C) -2 D)0 E) Hicbiri

6. P (x) ve Q (x) tamsay1 katsayili polinomlar olmak iizere,
(z+D(x+3)(x+5)P(z)—(z—1)(z—-3)(z—-5)Q(z) =m
esitligini saglayan en kiiglik m pozitif tamsayisi kagtir?
A) 900 B) 960 C) 480 D) 1440 E) Higbiri

7. 22910 4 42010 polinomu 2 + y ve zy polinomlar: cinsinden ifade edildiginde
katsayilar1 toplam1 ne olur?

A) 1 B) -1 C)2 D) -2 E) Hicbiri
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8. P (z), derecesi 2008 olan bir polinom olmak tizere,
1
k=1,2,..,2009 i¢in, P (k) = P

olduguna gore, P (2010) kagtir?
A)1/1005  B)1/2009 C)1/2010 D)1/1004  E) Higbiri

9. P (x), n’inci dereceden bir polinom olmak iizere, x = 0, 1,2, ..., n degerleri i¢in,

x
P(x):m—l—l

esitligi saglandigina gore, n ¢ift sayisi i¢in, P (n + 1) =7
A)2n/(n+1) By(n+1)/(n+2) C)n/(n+1) D)yn/(n+2) E)Higbiri

10. P (z) = 2% + ax + b polinomu her z € [0, 4] i¢in, [—2, 2] arah@indaki degerleri
alacak sekilde kag tane (a, b) reel sayu ikilisi vardir?

A)l B)0 02 D)4 E) Sonsuz Sayida

11. 2% + 2% + 27 4+ - - 4+ z + 1 polinomunun kag farkli reel kokii vardir?
A)9 B) 7 C)5 D)3 E)1

12. Py (z) = 2 + 3132% — 77x — 8 olmak iizere, n > 1 igin,
P,(z)=P,_1(x—n)
olarak tanimlaniyor. P (z) polinomunda x’in katsayisi kagtir? (AIME)
A) 763 B) 313 C) 279 D) 823 E) Hicbiri

13. (1 —2) (1 +22z) (1 — 3z) - (1 + 14z) (1 — 15z) ¢arpiminin agiliminda 2 teri-
minin katsayisinin mutlak degeri kagtir? (AIME)

A) 567 B) 588 C) 490 D) 340 E) Hicbiri

14. P (x) tamsay1 katsayili bir polinom olmak tizere, P (21) = 17, P (32) = —247
ve P (37) = 33 esitlikleri vardir. P (a) = a + 51 olacak sekildeki a tamsayis1 kagtir?
(British M.O.)

A)23 B) 26 C) 32 D) 45 E) Higbiri
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15. P(0) € Z ve P(—1) = 2003 olmak iizere, k = 1,2,...,n igin, P (k) = k!
esitligini saglayan ve derecesi n olan P (x) polinomu goz oniine aliniyor. n sayisi
11°den biiytikse, n en kiigiik kag olur?

A) 165 B) 166 C) 131 D) 127 E) Hicbiri

16. P (0) = 2 ve her x igin, P (2 +1) = P?(z) + 1 esitligini saglayan P ()
polinomunun kag terimi vardir?
A)3 B) 4 C)5 D)2 E) Higbiri

17. fi (z) = (x +7)° (2 —z+ 1) (2 + 32? — 4)2 olmak iizere, i = 2,3, ... igin,
fi (z) fonksiyonlari,

fa(@)=fi(z+1) = fi(z),
fs(@) = fa(z+1) = fa2(2),
Ji(@) = fs(x+1) = f3(x),
biciminde tanimlaniyor. Buna gore,
fn(l):fn(2):"':fn(25)
esitligini saglayan en kii¢iik n pozitif tamsayisi kactir? (USC Math. Contest)
A)19 B) 13 C) 17 D) 16 E) Higbiri

18. f (z) = 72 + 28z + 18 olduguna gore
J@+8)—f+7)—f(x+6)+f(x+5)—f(x+4)
+f(x+3)+f(x+2)—f(z+1)
ifadesi hangi sabit say1ya esittir? (USC Math.Contest)
A) 336 B) 344 C) 236 D) 84 E) Higbiri

19. Kag tane a tamsayist i¢in, 2 — = + a polinomu, '3 4+ = + 90 polinomunu bdler?
(Putnam 1963)

A5 B) 4 0)3 D)2 E) Higbiri

BU SORULARIN COZUMLERINI MATEMATIK OLIMPIYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir
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2.8 Tiibitak Matematik Olimpiyat Sorulari

1. 22 — x + 1 polinomunun 2™ — 2 + 1 polinomunu tam olarak bdlmesini miimkiin
kilan n pozitif tamsayilarinin kiimesi asagidakilerden hangisidir?

A) {2} B){n e N:n=2(mod3)} CO){neN:n=2(mod6)}
D) {neN:n=2(mod12)} E) Higbiri
UMO - 1996

2. Asagidaki P (z) polinomlarindan hangisi igin,
P(z)=Q (z) (562 + 1) +R(x)(x—1)
olacak sekilde tamsay1 katsayili @) (z) ve R (x) polinomlari vardir?
A)P(z)=2+42" + 2%+ 3z +2 B) P (z) = 2% 4+ 22° + 2* + 32
C) P(z) = 2% 4+ 22°% + 32° + 22 D)P(z)=2"+2" +2z+1
E) Higbiri
UMO - 1997

3. Katsayilar1 tamsayilar olan ve 5 farkli tamsayida 8 degerini alan bir polinomun en
cok kac tamsay kokii olabilir?

A)0 B)8 05 D) Bu kosullar1 saglayan polinom yoktur.
E) Bu kosullari saglayan polinomlarin tamsay1 koklerinin sayilari tistten sinirh degildir.
UMO - 1997

4. P (z) polinomu her x gergel sayist i¢in, 2P () = P (x + 3) + P (x — 3) kosulunu
sagliyorsa, P’nin derecesi en ¢ok kag olabilir?
A) 0 B) 1 C)2 D)3 E) Higbiri
UMO - 1999

5. f (=) polinomu her x gergel sayisi i¢in, (z — 1) f(z+1) — (x+2) f(xz) = 0
kosulunu sagliyor. f (2) = 6 ise, f (3/2) =7
3 15

d o) =2

5 )

A)0 B) 2

D) —6 E) Higbiri
UMO - 1999

6. P () tiim kokleri gergel olan ve her x gergel sayisi igin, P (22 — 1) = P (z) P (—x)
esitligini saglayan bir polinom ise, P (z)’in derecesi en fazla kag olabilir?
A)0 B)2 C)4 D) P (x)’in derecesi igin iist stnir yoktur. E) Higbiri
UMO - 2000
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7. a bir gergel say1 olmak iizere, P (z) = 23 + ax + 1 polinomunun [—2, 0) ve (0, 1]
araliklarinda tam olarak birer gercel kokii varsa, asagidakilerden hangisi P (2)’ye esit
olamaz?

A) Y10 B) /30 C) V30 D) v/26 — 1 E) V17

UMO - 2001

8. P(x) = 2? + ax + b fonksiyonu, P(—1) > 0 ve P(1/2) < 0 kosullarmi
saglhyorsa, P (2) asagidakilerden hangisi olamaz?

A)1++2 B)6—+/3 C) -2 D)3v3  E) Higbiri

UIMO - 2002
9. 2% + 2% — 2% — 2% — 22 — 2 polinomunun kag gergel kokii vardir?
A)l B) 2 C)3 D)4 E) Higbiri
UMO - 2002

10. 2%° — 1 polinomu asagidaki polinomlardan hangisi ile boliinmez?
Az2+z+1 B)zt — 1 CO)z®—1 D)z —1 E) Higbiri

UMO - 2002
11. P polinomu, her gergel x igin;
(r—4)P(2x)=4(x—1)P(x)
esitligini ve P (0) # 0 kosulunu sagliyorsa, P’nin derecesi nedir?
A)l B) 2 C)3 D)0 E) Higbiri
UMO - 2002

12. P(x) =1 —x + 22 — 23 .- + 218 — 21 polinomu verilsin. Q(x) = P(z — 1)
seklinde tanimlanan ) polinomunda 2 nin katsay1s1 kagtir?

A) 840 B) 816 C) 969 D) 1020 E) 1140
UMO - 2008

13. a, b, ¢ pozitif gergel sayilar olmak iizere, P (z) = 2 + az? + bx + ¢ polinomu
P (1) > 2ve P(3) < 31 kosullarin1 sagliyorsa, P (4)’iin alabilecegi kag tam say1
degeri vardir?
A)3 B)4 05 D)6 E) Higbiri
TUBITAK 2006 10
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BU SORULARIN COZUMLERINI MATEMATIK OLiIMPiYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir
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2.9  Ulusal Antalya Matematik Olimpiyati Sorular: (Polinomlar)

1. (z = 1)(z — 2)(z — 3)...(x — 99)(z — 100) ifadesinde parantezler agilarak
2190 4 1299 + 49298 + - - 4 agex + at00
polinomu elde ediliyor. a; katsayis1 asagidakilerden hangisidir?
A)5005  B)-4004  C)-4545  D)-5500  E)-5050
Antalya M.O.- 1996

20A=1-o+22% 322 +... - 1922 + 2020 ve B=1+4+2+ 222+ 323 +--- +
19219 4 202%° veriliyor. A - B ifadesinden, parantezler agildiktan sonra elde edilen
polinomda z'%un &niindeki katsay1 ne olur?

A) 19 B)1 Ao D)-1+2—-3+---+18—-19 E) —19!
Antalya M.O.- 1997

3. P()=(1+a' +a?+- - +2%+ x100)3 polinomunda parantezler agildiktan

sonra, z'11in katsayisi ne olacaktir?

A) 6432 B) 6328 C) 6130 D) 5640 E) 5600
Antalya M.O.- 1998

4. (' + 22 + - -+ + 2% + 22°)3 ifadesinin agiliminda benzer terimler toplandiktan
sonra ortaya ¢ikan ifade kag terimlidir? (Ornek : (a + b)® = a® + 3a2b + 3ab? + b?
ifadesi dort terimlidir.)

A)1550 B)1540 C)1570 D) 400 E) 8000
Antalya M.O.- 2000

5. p(z) ve q(x), baskatsayilar1 2003 olan 2. dereceden farkl: iki polinomdur.
p(3) + p(5) + p(10) = g(3) + 4(5) + q(10)
ise, p(x) = q(z) esitligini saglayan x sayis1 agsagidakilerden hangisidir?
A)3 B) 4 Q)5 D) 6 E) 10
Antalya M.O.- 2003

6. 2999 — 2666 1 2111 polinomunun 22 — = + 1 polinomuna boliinmesiyle elde edilen
boliimiin, tek dereceli terimlerinin katsayilarimin toplami asagidakilerden hangisidir?

A)0 B) 2 C)4 D) -2 E) —4
Antalya M.O.- 2008
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3.1 Ikinci Dereceden Denklemler

Ornek 113 322 + /62 — 2 = 0 denkleminin koklerini bulalim.

Ornek 114 22 + (m + 2) x + 2m + 1 = 0 denkleminin sadece bir kékiiniin olmas
icin m kag¢ olmalidr.

Ornek 115 z* +1=2z (a:Q + 1) denklemini ¢oziiniiz.

Ornek 116 a,b ve c reel sayilar ve a + b+ ¢ # 0 olmak iizere,
(a4 b+ c)z? +2(ab+ be + ca) z + 3abc = 0

denkleminin kéklerinin reel oldugunu gosteriniz.

Ornek 117  Sifirdan farkli ii¢ reel sayi veriliyor. Bu sayilar. ikinci dereceden bir
denklemin katsayilart olarak herhangi sirada yazildiklarinda elde edilen ikinci derece-
den denklemlerin her birinin daima bir reel kékii oldugu goriiliiyor. Buna gore, bu
ikinci dereceden denklemlerin her birinin daima pozitif bir koke sahip olduklarim
gosteriniz.

Ornek 118 3+ (a — 1) 2% —az +1 = 0 ve 2% + ax + 1 = 0 denklemlerinin birer
kokii ortak olduguna gore, a reel sayisinin degerini bulunuz. (USC Math.Contest)

Ornek 119 a(a + b + c) ifadesi negatif ise, ax® + bx + ¢ = 0 denkleminin farkl:
iki reel kékii oldugunu gosteriniz.

Ornek 120 23 + (a — 2) 22 — azx + 3 ve 2% + az + (a — 1) polinomlarinin birer
kokii ortak olduguna gére, a reel sayisimin alabilecegi degerlerin toplamini bulunuz.

3.1.1  ikinci Dereceden Bir fonksiyonun Grafigi

Ornek 121 y = 22 — 4x + 3 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Ornek 121 y = |2? — 42 + 3’ fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
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3.2  lkinci Dereceden Bir Denklemin Sanal Kokleri

Ornek 122 22 + 2z + 4 = 0 denkleminin kéklerini bulunuz.
Ornek 123 22 — 2 + 2 = 0 denkleminin koklerini bulunuz.
Teorem : Kokleri, 1 ve o olan ax? + bz + ¢ = 0 ikinci dereceden denklemin,

koklerinin toplami, 21 + 22 = —b/a ve koklerinin ¢arpimu da, 1 - 22 = c¢/a ile
bulunur.

ispat :
Ornek 124 22 — 2z + 5 = 0 denkleminin kékler toplamini bulunuz.
Ornek 125 Kokleri 1 + /2 ve 1 — \/2 olan ikinci derceden denklemi bulunuz.

Ornek 126 ax? + bz + ¢ = 0 denkleminin koklerinin ¢arpmaya gore tersini kok
kabul eden ikinci dereceden denklemi bulunuz.

3.3  ikinci Dereceden Denklemlere Déniistiiriilebilen
Denklemler

Ornek 127 ¥z —3+

P 3 = ; denkleminin koklerini bulunuz.
T —

Ornek 128 2* — 423 — 322 — 42 + 1 = 0 denkleminin koklerini bulunuz.
Ornek 129 22" 4 42" = 30 olduguna gore, V22" =?
2
Ornek 130 3 _71:
x 2+ 3

lerinin toplaminin ¢carpimi kagtir?

= 8 denkleminin reel kéklerinin toplamu ile tiim kok-

Ornek 131 (z — 1) (z — 4) (x + 3) (x + 6) = 253 denklemini saglayan kag farkli
reel sayr vardir?

1 1 2

Ornek 132 _
e 2 107 —29 | 22— 102 —45 22 — 102 — 69
pozitif kékiinii bulunuz. (AIME 1990)

= 0 denkleminin

Ornek 133 18z* + 8 — 632 — 42z + 7922 = 0 denkleminin ka¢ tane reel kokii
vardir?
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3.4 Kokli Denklemler

Ornek 134 /3z + 4 — \/z + 2 = 2 denkleminin ka¢ tane reel kékii vardir?

Ornek 135  v22 — z + Va2 — & = 6 denkleminin kag tane reel kokii vardir?

Ornek 136 2 — x + 22423 + & — 22 = T denkleminin reel kéklerinin toplamin
bulunuz.

Ornek 137 /9 + x + /9 — & = 3 denkleminin reel kéklerinin ¢arpimint bulunuz.

Ornek 138 17 + 8z — 222 + V4 + 12z — 322 = x2 — 4z + 13 denkleminin ka¢
tane reel ¢oziimii vardir?

Ornek 139 \/3 + V3 + V34 x = x denklemini saglayan kag tane x reel sayisi
vardir? (USC-Math.Contest)

Ornek 140 (\/ 7+ \/4_8> ‘—i— ( 7— \/4_8) " = 14 denkleminin koklerinin carpimi
kactir?

3.5 Uciincii Dereceden Denklemler

Ornek 141 23 — ma? + 5z + n = 0 denkleminde, n < 0 ve m > 0 olduguna gore,
asagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?

A) 3 tane reel kok vardir - B) 1 reel, 2 kompleks kok vardir - C) 3 kok de negatiftir
D) 3 kok de porzitiftir E) Tiim reel kokleri pozitiftir

3.6 Uciincii Dereceden Bir Denklemin Coziimii

Ornek 142 23 — 222 — 22 + 4 = 0 denkleminin kag tane reel kokii vardir:

Ornek 143 23 + 322 + 3z + 3 = 0 denkleminin koklerini bulunuz.

Ornek 144  22° + 522 + = — 3 = 0 denkleminin reel kéklerinin toplamini bulunuz.
Ornek 145 3 — 622 4 122 — 12 = 0 denkleminin koklerini bulunuz.

Ornek 146 23 — 222 — 22 — 3 = 0 denkleminin kéklerini bulunuz.
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3.7 Yiiksek Dereceden Polinom Denklemler

Ornek 147 2° + 2% + 23 + 22 + 2 + 1 = 0 denkleminin kéklerini bulunuz.

Ornek 148 P (.13) = (.13101 + 2100 + 2)999 =ag+ar+ -+ a,x" ise,
aq a9 Q4 as ar as
s T T s

ifadesinin degerini bulunuz.

Teorem : Reel katsayili bir polinom denklemin b # 0 olmak iizere, a + ib kokii ise
a — b de kokiidiir
ispat :

3.8 Kokler ve Katsayilar Arasindaki Bagintilar (Vieta
Formiilleri)

Ornek 149 23 — 22 — 32 + 2 = 0 denkleminin kokleri a,b, c ise, 1/a +1/b+1/c
toplamint hesaplayiniz.

Ornek 150 z* — 322 + 4z + m = 0 denkleminin kokleri x1, x4, T3 ve T4 olsun.
1 1 1
Ty =— 4+ —+ — ve xox4 + 374 + 124 = 10
X ) T3

olduguna gére, m kagtir?
Ornek 151 23 — 322 + 2 — 2 = 0 denkleminin kokleri, a, b, cise, a4+ b3+ 3 =?

Ornek 152 a,bvec, 2 — & — 1 = 0 denkleminin kokleri olduguna gore,
1—a n 1-0 n 1-c
14a 140 1+4c

esitligini hesaplayiniz.

Ornek 153  2'9+ 22— 2+ 1 = 0 denkleminin kokleri, z1, s, ..., 10 olduguna gore,
n’+ @y o f g

toplamint hesaplayiniz.

Ornek 154 23 + px + q = 0 denkleminin ii¢ farkli reel kokii varsa, p < 0 oldugunu
gosteriniz. (BREZILYA M.O. 1992)

Ornek 155  Kokleri, 22 + 2 (m +n)x + m? + n? = 0 denkleminin kéklerinin
farkimin karesi ve kékleri toplaminin karesi olan ikinci dereceden denklemi bulunuz?
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Ornek 156  Kokleri 203 — 92% + 10x — 3 = 0 denkleminin koklerinden 1’er fazla
olan denklemi bulunuz.

Ornek 157 23 + az? + ax + 1 = 0 denkleminde a katsayisinin 2 kati ahndiginda,
denklemin koklerinin toplami 1 artmaktadwr. Buna gore a kagtir?

Ornek 158 ax? + bx + ¢ = 0 denkleminin bir kokii diger kokiiniin karesi olduguna
gore, b3 + a’c+ ac® =?

Ornek 159 ¢ ve d reel sayilar olmak iizere, tam ii¢ tane farkli pozitif tamsayr kokii
olacak sekilde kag tane x3 — 1122 + cx + d polinomu vardir?

Ornek 160 (2 — 1)+ (z — 2)° + (2 — 3)> +-- -+ (2 — 99)” + (z — 100)'*° poli-
nomunun koklerinin toplamini bulunuz.

Ornek 161  Katli kikii olmayan z2°° + (1/2 — 2)*°°" = 0 denkleminin reel ve reel
olmayan tiim kéklerinin toplamumi bulunuz. (AIME 2001)

Ornek 162 2% + 23 — 1 = 0 denkleminin iki kokii a ve b ise, ab carpiminin
4t 4+2—22—-1=0

denkleminin bir kokii oldugunu gosteriniz. (USAMO 1977)

Ahstirma : z* + 22 + 1 = 0 denkleminin iki kokii a ve b ise, ab carpiminin
S -zt -2 —2?4+1=0

denkleminin bir kokii oldugunu gosteriniz.

Ornek 163  z* — 1823 + ka2 + 200z — 1984 = 0 denkleminin koklerinden ikisinin
carpimi —32 ise, k nedir? (USAMO 1984)

Ornek 164 P (x) = 2° + ax* + ba® + ca® + dz + e olmak iizere,
P(=2)=P(-1)=P0)=P(1)=P(2)
ise, d kactir?

Ornek 165 23332—2 4 9llle+2 — 9222041 1 donkleminin, ii¢ reel kokiiniin toplami
(m,n) = 1 olmak iizere, m/n olduguna gore, m + n =7 (4IME 2005)

.. 1 1 1 1
Ornek 166 a+b+c+d = _+_+_+E = 0 olduguna gore, a,b,c ve d

a
sayilarindan toplami 0 olan iki sayr bulundugunu gosteriniz.
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Ornek 167 P (x) = 20 —2° - 23— 2?2~z ve Q (z) = 2* — 2% — 2% — 1 polinomlar
veriliyor. a, b, c ve d sayilart Q (x) = 0 denkleminin kokleri olduguna gore,

P(a)+ P (b)+ P(c)+ P(d)
toplamum bulunuz. (AIME 2003)

3.9 Bir Bilinmeyenli Polinom Esitsizlikler

Ornek 168 2 — 3z — 4 < 0 egitsizliginin ¢oziim kiimesi nedir ?
Ornek 169  z* — 23 + 22 + & — 2 > 0 egitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.
Ornek 170 25 — 22* — 22 + 2 < 0 egitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.

3* (—xQ —:c—S) (:cz —4)

Ornek 171 5
(3 —1) (z+3)

> 0 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.

Ornek 172 28 — 2 + 22 — 2 + 1 polinomunun her x reel sayist i¢in pozitif oldugunu
gosteriniz.

3.10 Tirevi Kullanarak Koéklerin Yorumlanmasi
Ornek 173 P (z) = 2% — 22 + 4x — 4 polinomunun kag reel kékii vardir?

. 11
Ornek 174 =z € [2, 00| olmak iizere, P (x) = z° — ?:ﬂ + 6z + 1 polinomunun

alabilecegi minimum deger kactir?

Ornek 175 a € [~2,2) olmak iizere, (a + 2)° (a — 1)"ifadesinin alabilecegi mak-
simum degeri bulunuz.

Ornek 176 23 +pa?+qx+r = 0 denkleminin ii¢ reel kokii varsa, p* > 3q oldugunu
gosteriniz.

2 .’L‘3 2n

x
—_—t — 4+

Ornek 177 P (z) =1+ z+ ol T 31 (2n)!

polinomunun reel kékiiniin
bulunmadigini gésteriniz.
Ornek 178 P (z) = 23 — 322 + 5 olsun. a reel sayist P (x) = 1 denkleminin ve

b reel sayisi P (x) = 5 denkleminin bir kokii olduguna gore, a + b asagidakilerden
hangisine esittir? (SSCB 1991)
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3.11 Bir Polinom Denklemin Reel Koklerinin Ust Siiriin
Bulunmasi

Ornek 179 28 + 2% — 1022 + 10x — 256 = 0 denkleminin reel koklerinin 5 'ten
kiigiik oldugunu gosteriniz.

Ornek 180 z* + 223 + 522 — 8z — 6 = 0 denkleminin koklerinin 2’den kiigiik
oldugunu gosteriniz.

Ornek 181 3 + /2 sayist asagidaki denklemlerin hangisinin bir kokiidiir?
A) 23 =322 +112+21 =0 B) 2*—322—4x+2 =0 C)zt—22%2+1=0
D)zt —62% + 522 + 122 - 14 =0 E) x5+ 223 - 822 +12=0

Ornek 182  Asagidakilerden hangisi, 25z* — 1002° — 112? + 144z — 36 = 0
denkleminin bir kokiidiir?

AV3+2 BVE+3 O V6+4  D)V3+4  E)2V5+1

3.12 Tamsayi koklerin bulunmasi

Ozellik : a, 2" +an_ 12" '+ -+a1x+ag = 0 denkleminde tiim katsayilar tamsay
ise, denklemin herhangi tamsay: kékii sabit terimi, yani ag 1 bélmelidir.

ispat :
Ornek 183 2% — 422 — x + 2 = 0 denkleminin kéklerini bulunuz.

Ornek 184 z* + 223 — 422 — 52 — 6 = 0 denkleminin reel kéklerinin toplamin:
bulunuz.

3.13  Tamsayi Koklerin Bulunmasi i¢in Newton Metodu

Ornek 185 7 — 42 — 32* — 22 + 922 + 52+ 15 = 0 denkleminin pozitif tamsay:
koékiintin olmadigini gosteriniz.

% Bir a tamsayisinin bir denklemin kokii olup olmadigini bu yontemle kolayca bula-
biliriz. Asagidaki tabloda bu yontemin nasil kullanildigini inceleyiniz.

Ornek 186 ° — 192* — 323 4 5722 — 4x 4 76 = 0 denkleminin kag tane pozitif
kokii vardir?
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3.14 Tamsay1 Koklerin Bulunmasi i(;in Baska Bir Yontem

Ornek 187 z*—112%44022—53x+15 = 0 denkleminin tamsay koklerini bulunuz.

3.15 Reel Koklerin isaret incelemesi

Ornek 188 z* — 2% — 222 — 32 — 1 = 0 denkleminin —1 ile 0 arasinda ve 2 ile 3
arasinda birer kokiiniin oldugunu gosteriniz.

Ornek 189 22 —198x+1 = 0 denkleminin kéklerinin 1/198 ile 197, 9949 arasinda
oldugunu gosteriniz. (KANADA 1972)

3.16 Decartes’in Isaret Degisim Kurah

Ornek 190 Decartes’in isaret degisim kuralin kullanarak
P(z)=a3+42+5=0

denkleminin kékleri hakkinda bilgi veriniz.

Ornek 191 P (z) = a* + 322 — 20 — 4 = 0 denkleminin kokleri hakkinda bilgi

veriniz.

Ornek 192 P (z) = a* — 323 + 20 — 4 = 0 denkleminin kékleri hakkinda bilgi
veriniz.

Ornek 193 2 — 62° + 822 — 62 + 7 = 0 denkleminin
a) Negatif kokiiniin olmadigim gosteriniz.

b) (0,2) araliginda bir kokii oldugunu gosteriniz.

¢) (3,5) araliginda bir kokii oldugunu gosteriniz.

3.17 Rasyonel Koklerin Bulunmasi

Rasyonel Kok Teoremi : a,xz" + p_12" P+ -+ a1z + ap = 0 denkleminde
tiim katsayilar tamsay1 ise, denklemin herhangi rasyonel koki sabit terimi, yani a1
bolmelidir.

Bu 6zellik sayesinde, bir polinom denklemin rasyonel koklerinin olup olmadigi
kolayca kontrol edilebilir. Buna gore,
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Ant” + ap_12" P+ ax+ag =0

denkleminde rasyonel kokler; A, a,,’in ¢arpanlariin kiimesi ve B, ag’1n ¢arpanlarimnin
kiimesi olmak iizere,

aeAvebEBiQin,$%

formunda olmalidur.
Ornek 194 22° — 522 + 92 — 9 = 0 denkleminin rasyonel kéklerini bulunuz.
Ornek 195  p bir asal say: olmak iizere,
4 3 2\ ,.2 2 _
e+ (p+1)* + (p+1-2p") 2>+ (1—p—2p*)z—p=0
denklemini saglayan kag tane x rasyonel sayist vardr?

Ornek 196 523 — 1622 + 8¢ — 1 = 0 denkleminin kéklerini bulunuz.

Ornek 197 % 4 82% — 40z + 125 = 0 denkleminin kag tane rasyonel kékii vardir?
(USC Math.Contest)

3.18 Mutlak Degerli Denklem ve Esitsizlikler

Ornek 198 |||||2? + 3z — 5| — 4| — 3| — 2| — 1| = 32 — 15 denkleminin kag kikii
vardur?.

Ornek 199 ’x4 — 42% — 1| > |9:4 — 42? + 9’ esitsizligini saglayan kag tane x reel
sayist vardir?

Ornek 200 |z — 10|+ |z — 9|+ - +|z—1|+|z|+ |z + 1|+ - +|z+ 10| =c
denkleminin tek kékii olduguna gore, c sayisint bulunuz.

Ornek 201 |z + |z| +a| + |z — |z| — a| = 2 denkleminin tam ii¢ ¢oziimii olacak
sekilde kag¢ a sayisi vardr?

Ornek 202 |z — 7| > |z + 2| + |z — 2| esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.
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3.19 Grafikler Yardimiyla Denklem Co6ziimii

Ornek 203 /z = ’264 — 1| esitligini saglayan kag tane x pozitif reel sayist vardir?
(USC Math.Contest)

Ornek 204 z*+|x| = 10 denkleminin kag tane reel ¢oziimii vardir? (USC Math.Contest)

Ornek 205 3*~! = 22 — & + 1 denkleminin kac tane reel kékii vardir?

Ornek 206 Hangi a reel sayist i¢in, |v — 1| — |z — 2| + |z — 4| = a denkleminin
tam ti¢ kokii vardir? (Wisconsin Math Talent Search 1996)

Ornek 207 |z — |z — |z — 4||| = a denkleminin tam ii¢ tane kokii olacak sekilde
tiim a reel sayilarimi bulunuz. (Wisconsin Math Talent Search 2008)

3.20 Koklerin Kuvvetleri Toplaminin Hesaplanmasi

Ornek 208 923 — 13z — 6 = 0 denkleminin kokleri a, b, c ise, a® + b° + ¢® =7

Ornek 209 P (x) = 223413223 polinomunun ii¢ farkli reel kékii a, b, c olduguna
gore, a* +b* + ¢t =2

Teorem : P (z) = 2" +a,_12" ' +a, 22" 2+ +a12+ao monik polinomunun
kokleri, 1, o, ..., T, ise, k € Z1 igin, Sy = o¥ + 25 + .- - + 2 olmak iizere,
Sk + n—15k—1+ an—28k—2+ -+ ap_p+151 + kap_r =0
esitligi vardir.
ispat :

Ornek 210 P (z) = 2° + ayz* + az2® + a2 + a12 + ag polinomunun kokleri,
21, To,T3,%4 Ve Ts ise, k € ZT1 icin, S = x’f + 9:’5 + -+ x’fL olmak iizere,
Sk 4+ agSi_1 + azSk_2 + a2Sk_3 + ka1 = 0 esitligi vardir.

Ornek 211 23 — 322 — 22 — 1 = 0 denkleminin kokleri a, bve cise,
1 1 1

@) a3b3 + adc3 + b3c3

b) a® + b + c° degerini de bulunuz.

degerini hesaplaymniz.

Ornek 212 z° — 2* — 523 + 522 + 62 — 6 = 0 denkleminin kokleri a, b, ¢, d ve e
ise,

a) a® + b + ¢ + d® + €° ifadesinin degeri kactir?
b) a® + % + 8 + d® + €6 ifadesinin degeri kactir?
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3.21 Denklem Sistemleri

Ornek 213  a, b ve c birbirinden farkh reel sayilar ve a + b + ¢ # 0 olmak iizere,

ax +by+cz=a+b+c
bx +cy+az=a+b+c
cx+ay+bz=a+b+c

denklem sistemini ¢oziintiz.

l4+a)z+y+z=1

Ornek 214 z+(14+b)y+2z=1 denklem sisteminin sonsuz ¢oziimiin olmasi
z4+y+(1+c)z=1

ve tek ¢oziimiiniin olmast i¢in a, b ve c sayilart arasinda nasil bir baginti olmalidir.

22 4+zx+ay=14

Ornek 215 { V2 4y + oy = 28

olduguna gére, x’in olabilecegi degerlerin top-

lami kactir?

Ornek 216 a, b, ¢ farkl: reel sayilar olmak iizere,
ad+ar+y=0
B +br+y=0
AS+er+y=0
esitlikleri saglaniyorsa, a + b+ ¢ = 0 oldugunu gosteriniz. (Junior Balkan M.O. 1999)

1988z + kx + 8891 = 0
889122 + kx + 1988 = 0
k kag farkli say1 olabilir? (Kanada M.O. 1988)

Ornek 217 denklemlerinin bir ortak kokii olmast icin

Ornek 218 a, b ve c katsayilar: pozitif sayilar olmak iizere, abc # 0 icin,
P(z)=az®+br+c
Q(z)=cx®>+axr+b
R(z)=bx’+cx+a

polinomlarinin herbirinin reel kékii olmasi1 miimkiin miidiir?

1
\/3x<1+—) =2
T+y

1

(1) =12

Ornek 219 denklem sistemini ¢oziiniiz. (VIETNAM

M.0. 1996)
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-1<z+4+y<1
—1<ay+ao+y<1
rinden, x sayisinin en biiyiik degeri kactir?

Ornek 220 esitsizligini saglayan (x,y) reel sayi ikilile-

T+y+z=2
Ornek 221 22 +y? + 22 =14 denkleminin kag tane ¢oziimii vardir?
xyz = —6

r+y+az/y=19

Ornek 222 2 (z +y) = 60y

denklem sistemini saglayan y degerlerinin ¢carpimini

bulunuz.

3 +y=3z+4
Ornek 223 23 + 2 =6y +6 denklem sisteminin kag tane reel ¢coziimii vardir?
3234+ 2=92+38

. 422 4y? 42*
Ornek 224 H% =1, TyélyQ =2z ve ﬁ = x denklemlerini saglayan

kag tane (x,vy, z) reel sayt ti¢liisii vardur?

2 +y?+ut+0? =4

> TU+ Yv = —TV — Yu . L
Ornek 225 TYU 4 yuv + wwz - vy = —2 denklem sistemini saglayan kag tane
zyuv = —1

(z,y,u,v) dortliisii vardir? (Avusturya Polish M.O 1986)

.. 1 1 1 1

Ornek226 z+y+z=a, 22+y>+22=0% ve — + ~ + — = = olduguna gore,
T Yy z c

23 4B 4 23 =7

N 3=9—
Ornek 227 { ;:3 B Y denklem sisteminin kag tane reel ¢oziimii vardir? (Avus-

turya Polonya M.O. 1998)

" 2 (22 +9?) —3zy+2(z+y) =39
Ornek 228 { 3(2? +y?) —day + (z +y) =50
bulunuz. (Municipal 1998)

denklem sisteminin kéklerinin

Ornek 229  Herhangi ikisinin ¢arpimimn diger iiciinciiyle toplami 2 olan kag¢ tane
reel sayi tigliisti vardir? (Kanada M.0. 1970)
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Ornek 230 abc # 0 olmak iizere
m2+$y+xz+yz=a
Vv 4aoy+arz+yz=>0
22+xy+xz+yz:c

denklem sistemini ¢oziiniiz.

Ornek 231 xy+yz+ze = 23, 22+ = 22 ve (2 — z) (2 — y) = 2 denklemlerini
saglayan tiim (x,y, z) reel sayu ti¢hilerini bulunuz.

2+ —z(x+y) =2

Ornek 232 y?+ 22 —x(y+2) =4 denklem sisteminin tiim reel ¢éziimlerini
Z2+a?—yx+2)=8

bulunuz.

; (I4+2)(1+2%) (1+2?)=1+y"
k 2

Ornek 233 { (1+y) (1+3?) (1 +9*) =1+27

kag tane (x,y) reel sayu ikilisi vardw: (SSCB M.0. 1992)

denklem sistemini saglayan

denklem sistemini ¢oziiniiz.

Ornek 234 | VEty—_ve—y=2
Va2 +yR a2 —y2 =4

22 +ay+y?=3

Ornek 235 v +yz+22 =3 denklem sistemini saglayan ka¢ tane (z,v, 2)
22tz 4+22=3

reel sayt ti¢liisti vardr?

. 1 1 1
Ornek 236 = = - + ,Y = s ve z = y+> denklem sistemini saglayan tiim
y+1 z+1 1

x,y, z pozitif reel sayilarint bulunuz.

a+b+c=24

Ornek 237 a2+ b2+ c® =210 denklem sistemini saglayan kag tane (a, b, c)
abc = 440

tamsay tighisii vardur? (Iberoamerikan M.O.- 1985)

2 2 2
N yx = 1527 + 17xy + 15y
Ornek 238 22y = 2027 + 342

1970)

denklem sistemini ¢oziiniiz. (Minsk M.O.
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Ornek 239 1,29, 23, T4 ve x5 reel sayilar icin,
201 +x9 +x3 + x4 + 25
T+ 2x9 + T3 + T4 + T5
T+ To + 223 + T4 + T5
T+ To + 3 + 224 + T5
T1 4+ To + T3 + T4 + 225

olduguna gore, 3x4 + 2x5 =7 (AIME 1986)

Ornek 240 1,2, ..., T100 Feel sayilar igin,

1 +x2+x3=0
To+x3+724=0

Tgg + T100 + 1 =0

ZTioo+T1 t w2 =0

ise x1 = Tg = ... = Xgg = X100 oldugunu ispatlayiniz.

Ornek 241 1, x9, ..., x, reel sayilart icin,

1 +2x9+3x3+4x4+ ...+ 02y, = aq
nry+ o+ 2x3+3x4+...+(n—1)z, =as
m—Dzy+nrs+a3+224+...+(n—2)x, =as

12
24
48
96

201 + 320 +4x3+ 54 + ... + 12, = ap,

olduguna gére, bu denklem sistemini ¢oziiniiz.

$2.’1':3 e xn
e R
T
T1T5 " T
. = a2
Ornek 242 1
T1T2 " Tn—1
= an
Tn

denklem sistemini ¢oziiniiz.

53
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Ornek 243  a € R olmak iizere

2
9 a—1
x1+ax1—|—< ) = X2

2
9 a—1\2
T3 + axg + 5 =3
9 a—1\2
Ty 1t axr,_q1+ 5 =I,
9 a—1\2
T; + ar, + 5 =T
denklem sistemini ¢oziiniiz.
200 = x1 + 2/.7,‘1
21’3 =9 + 2/1’2
Ornek 244 denklem sisteminin tiim reel ¢oziimlerini

2%, = Tp_1 + 2/1'77,—1
2x1 =z, +2/zn

bulunuz.

3.22 Kansik Ornekler

Ornek 245 a,b, ¢ ve d reel sayilar olmak iizere,
P(x) =2 +az® +bx® +cx+d

polinomunun grafigi ile, y = 2x — 1 fonksiyonunun grafigi x = 1, 2 ve 3 noktalarinda
kesistigine gore, P (0) + P (4) =? (USC Math. Contest)

Ornek 246  avebreel sayilart x°+3x>—1 = 0 denkleminin iki farkli kokii olduguna
gore, ab carpiminin

a) 23 — 3z — 1 = 0 denkleminin bir kokii oldugunu gésteriniz.

b) 2 + 2% — 3w + 1 = 0 denkleminin kékii olmadigim gosteriniz.

. 91
Ornek 247 =z = V19 + o denkleminin koklerinin mutlak
VIOt = o —

vio+2l

degerlerinin toplaminin karesi kagtir? (AIME)

Ornek 248 b < 0ve ab = 9c olmak iizere, f (z) = z° + ax? + bx + ¢ polinomunun
ti¢ farkly reel kékiintin oldugunu gosteriniz.
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Ornek 249 23 + /3 (a—1) 2% — 6ax + b = 0 denkleminin ii¢ reel kokii var ise,
6] < |a+ 1)° oldugunu gosteriniz.

. 16
Ornek 250 2y = o5 ve x° +y° = 22%y? denklemlerini saglayan kag tane rasyonel

(z,y) ¢ifti vardir?

Ornek 251 /22 + 2+ V422 +3x — 2 = /322 + v + 5 + 222 + 2x — b denk-
leminin koklerini bulunuz. (Kanada M. Soc. MOCP)

Ornek 252 /1 — 2 ++/22z — 15 — 8z2 =2

Ornek 253 /1 — z = 222 — 14221 — 22 denkleminin reel ¢éziimlerinin toplami
kagtir?

Ornek 254 a,b,c,d € R olmak iizere, %> + ax + b = 0 denkleminin iki reel kokii

varken, (562 — 2cx + d)2 +a (3:2 — 2cx + d) + b = 0 denkleminin reel kékii yoksa,
d? + ad + b > c* oldugunu gésteriniz.

Ornek 255 a,b,c € Z olmak iizere, ax® + bz + ¢ = 0 denkleminin rasyonel kokii
varsa, a,b ve c tamsayilarindan en az birinin ¢ift olmasi gerektigini gosteriniz.

Ornek 256 422 — 40 [z]] + 51 = 0 denkleminin kag tane gercel ¢éziimii vardir?
(KANADA M.0. 1999)

Ornek 257 a,b € R icin,

a4—|—b4_ a+b
2 2

4
> ise a = b'dir. Gésteriniz.
Ornek 258 n+ 2010 > /n —1 olacak sekilde tiim n pozitif tamsayilarini
bulunuz.

Ornek 259  n bir pozitif tamsayi ve x1, T, ..., T, € R olacak sekilde,

(1 —x1)2 + (21 —x2)2 +-o+ (Tpoa —xn)2 +$i =

n+1
esitligini saglayan tiim (21, xa, ..., T, ¢oziimlerini bulunuz. (British.M.O. 1975)

Ornek 260 ax? + bz + ¢ = 0 denkleminin 1 den kiigiik iki farkl: pozitif koke sahip
olacak sekilde b ve c tamsayilarinin olmasi igin, a pozitif tamsayisinin alabilecegi en
kiigiik deger nedir? (SSCB. M.O. — 1969)

Ornek 261 a ve b reel sayilar olmak iizere, z'° — abx + a®> = 0 koklerinden biri
3’den biiytikse, |b| > 162 oldugunu ispatlayniz.
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Ornek 262 22 < 3.2%+V7 1 4.92V7 egitsizligini ¢oziiniiz. (Asya Pasifik M.O. 1998)

Ornek 263 P (x) = agz® + arx” + --- + ao polinomunda, ag = 1, a7 =
—4 ve ag = T ve polinomu tiim kékleri pozitif reel sayt olduguna gére, agy sayist
asagidakilerden hangisi olabilir? (Asya Pasifik M.O. 2003)

BU SORULARIN COZUMLERINi MATEMATIK OLIMPIiYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir
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3.23 Coziumli Test

b b
1. 23 — 2 + 2 = 0 denkleminin kékleri a, b, ¢ ise, 2 + % + @ =7
a c

A)1l B) -1 C)1/2 D) —1/2 E) Higbiri

2. 2% — 422 — 5z + 2 = 0 denkleminin tiim kokleri
20% — 52° + 2222 + 11z +6 =0
denklemini de sagladigina gore, asagidakilerden hangisi dordiincii dereceden denk-
lemi saglayan ortak olmayan koktiir?
3 —2 -2 )

A)% B) 3 )

3. 32 + 22% — 22 + 2 = 0 denkleminin kokleri, 1, z2, 23 ve 24 olduguna gore,
1 1 1 1

— =t — 4= =7

I T2 I3 Ty

A)1/2 B) —1/2 C) -1 D)1 E)0

4. 2% — 922 + ax — b = 0 denkleminin ii¢ kokii de pozitif tamsay1 olacak sekilde kag
tane (a, b) pozitif tamsay ikilisi vardir?

A)1 B)5 C)8 D)7 E)9

5. 2* — 3022 + 72z — 27 = 0 denkleminin farkl reel koklerinin toplamini bulunuz.
A) -1 B) —1/2 C) -2 D) -3 E)O

6. 234 ax? +bx+6 = 0 denkleminde a ve b tamsayilardir. n € R olmak iizere n ve
—n sayilarinin her ikisi de bu denklemin kdkleri ise, n sayisinin olabilecegi degerlerin
sayisi nedir?

A)3 B) 1 C) 4 D)5 E) 8

7. 425 — 622 + 2\/5 = 0 denkleminin birbirinden farkli reel kdklerinin ¢arpimint
bulunuz.

A)—v2/2  B)V2/2 C)—v2 D)v2  E)Higbiri
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8. m sayist 2* + 22 — 1 = 0 denkleminin bir kokii ise, m® + 2m* degeri kagtir?
A) -1 B) —1/2 C) -2 D)1 E) 0

9. 2% — 23 4+ 722 — 92 — 18 = 0 denkleminin reel koklerinin ¢arpimi kagtir?
A) -1 B) —18 C) 18 D) -2 E) 4

10. 23 — 622 + 112 + a — 6 = 0 denkleminin tam 3 tane farkli tamsay1 kokii olacak
sekilde kag a reel sayist vardir?

A)3 B)4 05 D) 2 E) 1

11. /322 — 18z + 52 + /222 — 12z + 162 = v/—x2 + 62 + 280 denkleminin reel
¢Oziimlerinin sayis1 kagtir?

A) 1 B) 2 C)5 D)3 E) 0

12. (12— 32+ 1) =3 (22 =32+ 1) + 1 =2 denkleminin pozitif reel kdklerinin
toplamini bulunuz.

A)2 B4 O)V3+v2+3 D)2vV2 E)5+V2

13. /2 + 10 + v/« + 10 = 12 denkleminin kag tane kokii vardir?
A)l B) 2 )5 D)3 E)O

1 e
14. /x —— 4+ 4/1 — — = z esitligini saglayan kag¢ tane x gergel sayis1 vardir?
x x
(KANADA M.O. 1998)
A)1l B) 2 C)5 D)3 E)O

15. /z + 3 — ¥/x = 1 denkleminin kag tane kokii vardir?
A)l B) 2 C)5 D)3 E)0
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16. P (z) = 2% +ax*+bx3+cx?+dz+eve P (1) = P(2) = P(3) = P (4) = P (5)
ise, a =7
A) 11 B) —12 C) -15 D) -3 E)0

17. 2* — 423 — 622 — 3z + 9 = 0 denkleminin koklerinden kag tanesi negatiftir?
A)1l B) 2 C)4 D)3 E)0

18. 22* + 723 4 922 + 72 + 2 = 0 denkleminin kag tane rasyonel kokii vardir?
A)1l B) 2 C)4 D)3 E)0

19. 23 — 63z — 11 = 0 denkleminin kokleri a, b, c ise, a® + b® 4 ¢> =?
A) 13 B) 21 C) 43 D) 33 E) 10

20. 22 + (a — 3) x + a = 0 denkleminin iki farkl pozitif kokii olacak sekildeki tiim
a reel say1 degerleri igin hangisi dogrudur?

A)0<a<2 B)l<a<?2 C)0<axl1

D)-l<a<l E)-1<a<0

21. ax? + bx + ¢ = 0 denkleminin kdkleri m ve n, pz? + qx + r = 0 denkleminin
kokleri ise m + 2 ve n + 2 olsun. p = a ise, ¢ + r toplamin1 a, b ve ¢ cinsinden ifade
ediniz.

A)c—a B)c—b C)c—a—b D)ct+a-—0» E)c—a+0

22. (42% + 6z +4) (4y* — 12y + 25) = 28 denklemini saglayan sadece bir tane
(z,y) reel sayi ikilisi varsa, xy =7
9 9 9 10 ~10
N2 w2 o2 pt gl

23. aq, ag, ..., a, birbirinden farkli olmasi gerekmeyen n pozitif tamsay1 olmak iizere,
(z+a1)(x+az) - (z+a,) =2+ 108271 +--- +909
esitligi saglandigina gore, n kactir?
A)3 B)4 C)5 D)6 E)7
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(z*+1) (z®+1) (22 +1)

24. 1 = 1 — 22 denkleminin birbirinden farkl reel kok-
T
lerinin toplamini bulunuz.
A) 12 B) 11 )6 D)0 E)4

25. x, y, z birer rakam olmak iizere,
(100z + 10y + 2)° = (z +y + 2)°
esitligi saglamyor ise, 22 + 32 + 22 =? (USC Math.Contest)
A) 32 B) 19 C) 36 D) 29 E) 24

26. 2% — 423 + 622 — 42 = 2005 denkleminin reel olmayan koklerinin garpimi P ise
[P] kagtir? (AIME 2005)

A) 43 B) 39 C) 45 D) 44 E) 46

27. p ve q farkli pozitif tamsayilar olmak tizere, kag tane (p, q) ¢ifti igin,
224+pr+qg=0ver’+qr+pr=0
denklemlerinin her ikisinin de reel kokii yoktur?
A)2 B)1 C)6 D)0 E) 4

28. Kag tane a reel sayis1 i¢in, 22 4+ ax + 6a = 0 denkleminin kokleri tamsayidir?
(AIME 1991)

A) 12 B) 10 C) 6 D)0 E)4

29. 2% +18z+30 = 2,/ (22 + 18 + 45) denkleminin reel koklerinin garpimi kagtir?
(AIME 1983)

A) 30 B) 10 C) 60 D) 20 E) 24

30. z,y, z, w reel sayilar olmak tizere, n = 2, 4, 6 ve 8 igin
AR .
(n? =12~ (n?-3%)  (n2-52) (n2-7%)

ifadesi saglantyorsa, 22 + y? + 2% + w? =7 (AIME 1983)
A) 22 B) 18 C) 36 D) 12 E) 48
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12
Py denkleminin koklerinin toplamu kactir? (AIME 1986)
-z

A) 272 B) 97 C) 337 D) 162 E) 423

31. z1/4 =

32. m, n ve k tamsayilar igin, k& > 0 ve (m,n) = 1 olmak iizere, (m + \/n) /k
say1sl,

200028 + 1002® + 1023 + 2z —2=0

denkleminin bir koki ise, m + n + k =7 (AIME 2000)
A) 200 B) 100 C) 200 D) 150 E) 250

33. 2% + 322 + 42 — 11 = 0 denkleminin kokleri a, b ve ¢, 2% + kz? + maz +n =0
denkleminin kokleri ise, @ + b, b + ¢ ve ¢ 4 a olduguna gére n =7 (AIME 1996)

A) 21 B) 22 C) 23 D) 24 E) 25

34. (8 —56) /3 — x = 30z — 22 — 97 denkleminin kag reel say1 ¢dziimii vardir?
(Kanada M. Soc. MOCP)

A) 2 B) 1 C)6 D)0 E)4

35. 22 —ax + a = 0 denkleminin iki k&kii de tamsay1 olacak sekilde, kag a reel sayisi
vardir?

A)2 B) 1 C) 6 D)0 E)4

36. (zy —7)° = 22 + y? denklemini saglayan kag¢ (z,y) negatif olmayan tamsay1
ikilisi vardir?

A)2 B) 1 C)6 D)0 E) 4

37. 2* + 162 — 12 = 0 denkleminin reel koklerinin toplamini bulunuz.
A) =2 B) -1 C)—6 D)0 E)4

38. 4z* 4+ 1623 — 622 — 40z + 25 = 0 denkleminin en kiiciik reel kokii a ise,
da++2+4 =7

A) —v/58+8y2 B)/58+8v2 C) —v/58—8v2 D) /538 —8y2 E)0
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39. a,b € Z olmak iizere, 2> — ax + b = 0 denkleminin kdkleri olan r ve s sayilari
2% — pz — 1 = 0 denkleminin de kokleriyse, p sayisi kag farkli deger alabilir?

A)2 B) 1 C) 6 D)0 E)4

40. 2° — 172 + mz —n? = 0 denkleminin tiim koklerinin tamsay1 olmast igin (m, n)
tamsay1 ikilisi kag farkli deger alabilir? (Avusturya Polonya 1998)

A) 12 B) 11 C) 6 D) 10 E) 4

41. 22 + ax +1 = 0 ve 2% + 2 + a = 0 denklemlerinin reel sayilarda ¢dziimii olacak
sekilde kag tane a sayisi vardir? (KANADA M.O. 1971)

A)2 B) 1 C)3 D)0 E) 4

42. 22 (z + 1)*4+22 = 3 (2 + 1)° denkleminin kag tane reel ¢oziimii vardir? (KANADA
M.O. 1992)

A)2 B) 1 C)3 D)0 E)4

43. 22 + (a—2)x — 2a® + 5a — 3 = 0 denkleminin koklerinden birinin mutlak
degerinin digerinin mutlak degerinin 2 kat1 olmasi i¢in a yerine yazilabilecek sayilarin
toplamini bulunuz? (ESTONYA M.O. 1999)

A)251/60  B)29/48  C)259/60  D)251/48  E) Higbiri

44.x=1-110 (1 — 1103:2)2 denkleminin pozitif koklerinin toplami kagtir?

20 + V437 14 /437 1— /437 1
A) 2+ VAol B) Rl C) —— D) — E)2
220 220 220 11
5 10 2
45. 522 +pl;c T + ;2_: ts 2 denkleminin ¢6ziimii olmamasin1 saglayan p

sayilarmin toplami asagidakilerden hangisine esittir? (Municipal 1998)
A) 29 B) 135 C) 59 D) 40 E) 44
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46. v* — 2a2? + x + a® — a = 0 denkleminin asagidaki a degerlerinden hangisi igin,
rasyonel ¢oziimii vardir?

A)6 B) 7 C) 12 D) 13 E) 11

47. 22 +ax+b+1 = 0 denkleminin kokleri pozitif tamsayilar olduguna gore, a? 4 b?
say1s1 asal olacak sekilde kag tane (a, b) ¢ifti vardir? (SSCB M.O. 1986)

A) 2 B) 1 C)3 D)0 E)4

. 128
48. z,y € Qigin, vy = — ve 2% + y° = 22%y? olduguna gére x +y =7

332
2 1 9 8
A) — B) — — D) — E)1
) 11 ) 11 © 11 ) 11 )
222 222 29

49. ¢ = 1 sz, y=7 me ver =g ny denklemlerini saglayan kag (z,y, 2)
reel say1 ticliisii vardir?

A)2 B)1 C)4 D)0 E) Sonsuz sayida

1 1 1
50. x + — =y,y+ — = zve z+ — = z denklemini saglayan kag tane (z, y, z) reel
x z
say1 Ugliisti vardir?
A)2 B)1 C)4 D)0 E) Sonsuz sayida

51. x ve y sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere,

6 3
—+9::2y+—
T Y

esitligi saglanmaktadir. z # 2 olduguna gore, xy =?
Yy

A)2 B)1 C)3 D) 0 E) 4

4 4 4
52. x+ = 3, y+ E =3vez+ Pl 3 denklemlerini saglayan kag tane (z,y, z)
pozitif reel sayi ti¢liisti vardir?
A)2 B) 1 C)3 D)0 E) 4
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53. a, b, c € R olmak iizere,
a® =3+ —-25
b =3(a?+c%) —25
A =3(b+a?)—25
esitlikleri saglaniyorsa, abc =7 (Minsk M.O.)
A) 2 B)1 C)3 D)0 E) 4

54. 22 +y% + 2% — 2yz + 2 = 0 denkleminin tamsay1 ¢dziimlerinin say1sin1 bulunuz.
A)2 B)1 0o D)4 E) Higbiri

55. (z2 + 62+ 7) ? — y denkleminin tam ti¢ reel kokii var ise, y kag olabilir?
A)2 B) 1 )3 D)0 E) 4

56. pz? — gz + p = 0 denkleminin bir rasyonel kokii olacak sekilde kag tane (p, q)
asal sayisi ikilisi vardir?

A)2 B) 1 C)3 D)0 E) 4

57. Hem n hem de 1/n sayist #'° + az + 1 = 0 denkleminin kékii olacak sekilde kag
a reel sayist vardir?

A) 2 B) 1 C)3 D)0 E)4

58. 4z* — ax® + bx? — cx + 5 = 0 denkleminin k&kleri 1, x2, 3, x4 pozitif gercel
sayilar1 olmak tizere,
X X2 T3 Xy
J— [— e —_— = 1
2 + 4 + 5 + 8
esitligi var ise, 2x1 + 3x2 + 4x3 + x4 toplami kagtir? (Iberoamerikan 1985)
A) 12 B) 11 C)13 D) 10 E) 14

59. { xV f/y x—+ Vy y_/g =3/2 denklem sistemini saglayan kag (z, y) reel say1 ikilisi

vardir?
A) 2 B)1 C)3 D)0 E) 4
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224y +rr—x=2

60. y? +xy+yz—y =4 denklem sistemini saglayan kag tane (z,y, 2) ¢dziim
2zt yz—2=6

icliisti vardir?

A0 B)1 C)3 D)2 E) 4
TYz
z+y
ryz 6 o R
61. m =3 denklem sistemini saglayan kag (x, y, z) reel say1 tigliisii vardir?
xyz §
z4+x 2
A)1l B) 2 C)4 D)0 E)5
r+y—z="17

62. { 2% +y?— 22 =237 denklem sistemini ¢dziiniiz.
N B

A)4 B)1 C)3 D)0 E)2
22t+zy+yi=1
63. 2?2+ 22+ 2% =4 denklem sistemini saglayan kag (z,y, z) reel say1 iicliisii
vit+yz+22="7
vardir?
A)l B) 2 C) 4 D)0 E)3

64. Bz +1y)""Y =9 ve324 = (1827 + 12zy + 2y2)mfy denklemlerini saglayan
kag (z,y) ikilisi vardir? (BALTIK WAY M.O. -2000
A)1 B) 2 C)4 D)0 E)3

1 1
65.x+y+—+—+4 =222 +1+ /2y + 1) denklemini saglayan kag pozitif
r -y

(z,y) reel say1 ikilisi vardir? (BALTIK WAY M.O. - 2000
A)l B) 2 C)4 D)0 E)3

66. 2° =y +v°, Y =242 2P =t4+1t° ve t° = 2+ 25 denklem sistemini
saglayan ka (x, y, 2, t) reel say1 dortliisii vardir? (BALTIK WAY M.O. - 1993)
A)1l B) 2 C)4 D)0 E) Sonsuz Sayida

BU SORULARIN COZUMLERINI MATEMATIK OLIMPIYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir
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3.24 Tibitak Matematik Olimpiyat Sorulari

1. 22 + ax + 2a = 0 denkleminin biitiin kokleri tamsay1 olacak sekilde secilebilecek
a reel sayilarinin sayisi agagidakilerden hangisidir?

A)0 B)3 ()4 D)6 E) Sonsuz
UMO - 1994

2. a bir tamsay1 olmak iizere, 2° +  + a = 0 denkleminin kokleri ile ilgili olarak
asagidakilerden hangisi dogrudur?

A) Yalnizca sonlu sayida a igin biitiin kokleri tamsay olur
B) Yalnizca sonlu sayida a igin sadece bir kokii tamsay1 olur
C) Yalnizca bir kokii tamsay1 olacak sekilde sonsuz sayida a vardir
D) Sonsuz tane «a i¢in biitiin kokleri tamsay1 olur.
E) Higbir a i¢in tamsay1 kokii olamaz.
UMO - 1995

3. 2% + ax® + ba? + cx + d = 0 denkleminin iki kokii u # 0 olmak {izere, x = u ve
x = —u ise katsayilar arasindaki bagimtilardan hangisi her zaman dogrudur?

A)c? —abc+a’d=0 B)a+b+c+d=0 C)a®+b?=c*+d?
D) ab > cd E) ad = bc
UMO - 1996

4. Asagidakilerden hangisi tamsay1 katsayili ikinci dereceden bir polinomun diskrim-
inant1 olamaz?

A) 23 B) 24 C) 25 D) 28 E) 33
UMO - 2000

5. 22— 10z —14 = 2+/22 — 10z + 1 esitligini saglayan tiim z reel sayilarinin toplami
asagidakilerden hangisidir?

A) 20 B) 10 C) -9 D) —20 E) Hicbiri
UMO - 1996
6. 2> — 7x + 1 = 0 denkleminin varsa pozitif koklerinin ¢arpma islemine gére
terslerinin toplamin1 S ile gosterirsek, asagidakilerden hangisi dogrudur?
A)13/2< S<T7 B)7<S<15/2 C)S=r7
D) Denklemin pozitif kokii yoktur E) Higbiri

UMO - 1996
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9\ 2
7. (2 + (2 +2+ x)2) ) = 2000 denkleminin gercel koklerinin toplami kagtir?

A) —14 B) —2 C)0 D) 2 E)4
UMO - 2000

8. 2% + 323 + 522 + 212 — 14 = 0 denkleminin gergel kdklerinin garpimi asagidaki-
lerden hangisidir?

A) 7 B) —2 C) —14 D) 21 E) Higbiri
UMO - 2001

9. aspo1 = 2002 ve 0 < k < 2000 i¢in, ar, = —k — 1 ise,

22002 | o0 2001 g0 0q:2000 g0 4oag
polinomunun kag pozitif kokii vardir?
A)0 B)1 C)2 D) 1001 E) 2002

UMO 2002

10. ¢ gercel sayisinin asagidaki degerlerinden hangisi i¢in x* — tz + % = 0 denklemi-
nin higbir kokii [1, 2] arahi@inda yer almaz?
A)6 B)7 C)8 D)9 E) Higbiri
UMO 2002

11. 22 — az — b polinomunun kéklerinin 5°ten bilyiik olmamasini saglayan kag (a, b)
pozitif tamsay ikilisi vardir?

A) 40 B) 50 C) 65 D) 75 E) Higbiri
UMO 2002

12. 22 — ax + 21 = 0 denkleminin koklerinden birinin pozitif bir tam say1 olmasini
saglayan en kiigiik a gergel sayisi igin, a — [a] nin degeri nedir?

1 1 1 1
A) = B) - C) - D) = E) Higbiri

3
UMO 2006

13. 2* — 423 + 522 — 42 + 1 = 0 denkleminin gergel kdklerinin toplami nedir?
A)5 B)4 )3 D)2 E)1l
UMO 2004
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14. 22 — 222 —  + 1 = 0 denkleminin gergel kdklerinin kiiplerinin toplami nedir?
A) —6 B) 2 C)s8 D) 11 E) Higbiri
UMO 2004

15. a, b, c, d farkh gercel sayilar olmak iizere, a ve b, % — 2cx — 5d = 0 denkleminin,
cve dise, x2 — 2ax — 5b = 0 denkleminin kokleriyse, a + b + ¢ + d nedir?

A) 10 B) 15 C) 20 D) 25 E) 30
UMO 2004

16. 22 + bx + ¢ = 0 denkleminin her iki kokii de tamsay1 olup, b + ¢ = 306 ise, bu
koklerden kiigiik olan1 kag farkli deger alabilir?

A)1l B) 2 C)3 D) Sonsuz ¢oklukta E) Higbiri
UIMO - 2005

17. 23 — 622 4+ 5 = 0 denkleminin en biiyiik ve en kiiciik gercel koklerinin arasindaki
fark F ise, asagidakilerden hangisi dogrudur?

A0<F<2 B)2<F<4 C(C4<F<6 D6<F<8 E)
8<F

UMO 2005

18. a nin kag pozitif gercel degeri icin, a?z? + az + 1 — 7a? = 0 denkleminin farkli
iki tam say1 kokii vardir?

A)l B) 2 C)3 D) Sonsuz ¢oklukta ~ E) Higbiri
UMO 2005

19. 23 — 2% — 2 — % = 0 denkleminin en biiyiik gercel kokii nedir?

V3 -2 B)%—w 1 1
2 2 Vi1

A) E) Higbiri

UMO 2005
20. 42* — 322 + 7w — 3 = 0 denkleminin farkl1 gergel koklerinin toplami kagtir?

A) -1 B) —2 C) -3 D) —4 E) Higbiri
UMO 2006
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21. a, b, c hepsi birden sifir olmayan gercel sayilar olmak iizere,

ar’> +bx+c=0

br’ +cr+a=0

cr’+ar+b=0
denklem sisteminin en biiyiik gergel kokii ile en kiigiik gercel kokii arasindaki fark en
cok kag olabilir?

A)O B)1 C) V2 D) 32 E) Ust sinir1 yoktur

UMO 2005

22. 22 — 5z — 4,/ + 13 = 0 denkleminin kag farkl gercel kokii vardir?
A0 B)1 C)2 D)3 E)4
UMO 2006

23. a, b, c, d gergel sayilar ve f (z) = 2%+ ax + b, g (v) = 22 + cx + d olmak iizere,

fla)+g(x) =0, f(z) - (g(x) =

denklem sisteminin birden ¢ok gergel kokii varsa, f (z) g (z ) = 0 denkleminin en ¢gok
kag farkli gercel kokii olabilir?

A)0 B) 1 C) 2 D)3 E) 4

)=
)

UMO 2005

24. x; ve xo sayilari ax® + bxr + ¢ = 0 denkleminin kokleri; T ye 22 sayilar1 da
T2 X1

Az? + Bz + 1 = 0 denkleminin kokleri ise, B nedir?

b? b? b? b? ab?
A= 2 22 2= LA PR
) ac B) c ) ac D) c E) c
UIMO - 2000
1 1 3 45
25. (x4 1) (= + Z) (x+ 5)(m + Z) =5 denkleminin gergel ¢éziimlerinin toplami
kagtir?
-3 ) -7
A) 0 B) -1 )5 D) E)
UMO - 2007

26. || + |y| = 13 esitligini saglayan (z,y) gercel sayi ikilileri igin, 2% — 7z — y + y/>
ifadesi asagidaki degerlerden hangisini alamaz?

35 .
A) 5 B) 37 C) 208 D) 15v/2 E) Higbiri
UMO - 2009
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27. a bir gergel say1; x1 ve o, 2?2 4+ ax + 2 = x denkleminin farkl iki kokii; x3
ve z4°de (2 — a)® + a(z —a) + 2 = z denkleminin farkl: iki kékii olmak iizere,
r3 —I1 = 3 (264 — ZCQ) iSC, T4 — T2 nedir?
A)a/2 B)a/3 C) 3a/2 D) 2a/3 E) Higbiri
UMO - 2009

28. ot 4 223 — 822 — 62 + 15 ve 2® + 422 — x — 10 polinomlarinin ortak olmayan
gercel koklerinin ¢arpimi kactir?
A) —6 B) —4 04 D)6 E) Higbiri
UMO - 2009

29. zy +x +y = 5 ve 2%y + 2y? = 6 denklemleri veriliyor. y > 1 ise, £2 + 23>
asagidakilerden hangisine esittir?

A)8 B)5 Q)6 D)9 E)3
UMO - 1994

30. 2 +y =t ve 22 +y? = 2t denklemlerinin tiim reel degerli (z,y,t) ¢oziimleri
iginde, ¢’nin alabilecegi en biiylik deger ne olur?

A)4 B)2 O)1++2 D)4 ++2 E) Higbiri
UMO - 1994
r+3y=tx
31.{ z—y=ty denklem sisteminin kag tane reel degerli (x, y, t) ¢oziim takimi
2?2 4 y? = 12
vardir?
A)2 B)9 04 D)5 E)3
UMO - 1994

32. (x + V22 + 1)(y + /2 + 1) = 1 olduguna gore = + y nedir?
A) —2v2 B) -2 0)-1 D)0 E)2
UMO - 1995

33. x ve y gercel sayilart igin, 22 +y? =6 ve 2% 493 = 14 ise, 2* +y?* toplaminin
alabilecegi degerlerin kiimesi agagidakilerden hangisidir?

A) {17} B) {3,4} C) {17,10v15 — 22}
D) {34,20V/15 — 44} E) Higbiri
UMO - 1996
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34. sinx = % denkleminin gercel ¢oziimlerinin sayist asagidakilerden hangisine
esittir?
A) 17 B) 15 C) 14 D)7 E)9
UMO - 1996

35. a?2%++/x — 2/5+4 = 4ax denkleminin en az bir x gergel ¢oziimiiniin olmasini

saglayan a degeri nedir?
A)V5 B)V5/5 C) V2 D)+/2/2 E) Higbiri
UIMO - 1998

36. 28 — 22* + 22 = A denkleminin farkl gergel ¢oziimlerinin sayismi n (A) ile
gosterelim. A tiim gergel degerleri aldiginda n (A)’nin alacagi degerlerin kiimesi
asagidakilerden hangisidir?

A) {0,2,3,4} B) {0,2,3,4,6} 0){0,3,4,6}
D) {0,2,4,6} E) {0,1,2,3,4,5,6}
UIMO - 1998

37. x, y, z sayilari,
>+’ +2=15
r+y+22=27
xy+yz+zex="7
denklem sistemini sagliyorsa, asagidakilerden hangisi dogrudur?
A)I<|z4+y+2z <10 B)7<|z4+y+2z<8 O5s<|z+y+2<6

D)3<|lze+y+2| <4 E) Hicbiri
) | Y ‘ ) Hig UMO - 1998

38. \/x+4yx —4 — \/x+2y/x — 1 = 1 denkleminin farkli gergel ¢dziimlerinin
sayis1 nedir?

A) 4 B)3 C)2 D)1 E)0
UMO - 1998

39, 2242 +22 =21, s +y+z+ayz = =3, 22yz + y’rz + 22y = —40
denklem sistemini saglayan kag (z, y, z) gercel say1 tigliisii vardir?

A) 6 B)3 0) 12 D)0 E) Higbiri
UMO - 1999
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40. z,y, z gercel sayilar olmak iizere, 23 —y = 24, y3 — 2z = 24, 23 — 2 = 24
denklem sisteminin ka¢ ¢6ziimi vardir?

A)0 B)6 C)4 D)3 E)Hicbiri
UMO - 1997

41. (z + y)5 =z (y+ 2)5 =z, (z+2)® = y sistemini saglayan kag (z,y,2)
gercel say1 sirali iigliisti vardir?

A)l B)2 O3 D) Sonsuz ¢oklukta E) Higbiri
UMO - 2000
22000
42. 3001 +2v/322 — 2¢/5z + /3 = 0 denkleminin kag gergel ¢6ziimii vardir?
A)0 B) 11 C) 12 D) 1 E) Hicbiri
UMO - 2001

43. \/x +1—-4vx -3+ \/m + 6 — 61/ — 3 = 1 denklemini saglayan kag x gercel
say1s1 vardir?

A)3 B)4 )6 D)7 E) Higbiri
UMO - 2003
-1 —x— -2
44. x = 3727y _ Y denklem sisteminin kag ¢6ziimii vardir?
xy—3 T—2x2—y?2 axy—4
A)0 B)1 )2 D)3 E)4

UMO - 2005

45. A sayisinin asagidaki degerlerinden hangisi i¢in, 22 — 3y = 1, zy = 7 ve
2?2 + 32 = A esitliklerinin hepsini birden saglayan x, y gergel sayilari bulunur?

A)65/4 B) 10 C)15/4 D)5/2 E)1
UMO - 2005
1
46. — + 5 1 > 1 esitsizliginin reel sayilarda ¢oziim kiimesi ayrik araliklarin
T T —
birlesimi olarak yazildiginda, bu araliklarin uzunluklar: toplami ne olur?
V1 V1
A) Sonsuz B) 77 O T7 D) g E)2
UMO - 1993
2?2 +ar+1

47. Her x reel sayisi igin, < 8 esitsizligini sagliyorsa, asagidakilerden

2+ 4z + 8
hangisi dogrudur?
A)a=0 B)a>>8 (C0<a<T7 D)la|j<10 E)a<T4

UMO - 1994



Denklemler ve Denklem Sistemleri

73

BU SORULARIN COZUMLERINI MATEMATIK OLiIMPiYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir




74 Matematik Olimpiyatlarina Hazirlik 4 - Mustafa Ozdemir

3.25 Ulusal Antalya Matematik Olimpiyatlar

1. |z| + |y| < 20 esitsizliginin tam say1 ¢éziimlerinin say1si kagtir?
A) 400 B) 600 C) 661 D) 761 E) 790
Antalya M.O.- 1996

2. 22 + ax + 3a = 0 denkleminin kdkleri tamsayi ise, a reel sayisinin alabilecegi
degerler sayist kagtir?

A) 10 B) 8 )6 D)4 E)1
Antalya M.O.- 1998

3. a ve b sayilarmin toplami 22 + 62 + 1 = 0 denkleminin kdklerinin toplamina; a
ve b nin carpimi ise, 2 + 8x + 7 = 0 denkleminin koklerinin carpimina esittir. a ve
b sayilarmin en biliyligii asagidakilerden hangisidir?

A)-3+v2 B)-1 C)—-4++15 D)3++v2 E)7
Antalya M.O.- 1998

4. 22? — 3z = 2222 — 3z + 1 denkleminin kag reel ¢oziimii vardir?
A0 B)1 C)2 D)4 E) Sonsuz
Antalya M.O.- 1998

5. v + 2% — 4 = 0 denkleminin kag reel kokii vardir?

A0 B) 6 C) 2 D)3 E)1
Antalya M.O.- 1999

2 _ 2 _
6. { y (@ +1) (a: + 4) 0 denklem sisteminin ¢6ziim kiimesinde

y?—(4—2z)y+ (4—4z—32%) =0
kag (x,y) reel say1 ikilisi vardir?
A)0 B)1 C)2 D)3 E) 3 ten fazla

Antalya M.O.- 2000

7. a,b, c € Z olmak iizere, ax?+bx+c = 0 denkleminin diskriminantinin 47 olmasini
saglayan kag tane (a, b, ¢) tigliisii vardir?
A)O B)1 C)2 D) 47 E) Sonsuz
Antalya M.O.- 2000
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8.rx=1-2(1— 2x2)2 denkleminin kag reel ¢oziimii vardir?
A)0 B) 1 )2 D)3 E) 4
Antalya M.O.- 2000

9. 23 + pz? + gr — 2001 = 0 denkleminin kékleri a, b, c ise, p?> — 2q ifadesi
asagidakilerden hangisine esittir?

A)a?+b*+c* B)(a+b+c)? Clab+ac+bc D)abe E)2001
Antalya M.O.- 2001

10. Kag tane a reel sayisi igin
ly+100|+|y+99| +- -+ |y+ 1|+ |yl +|ly— 1+ -+ |y — 99|+ |y — 100| = a
denkleminin yalnizca bir reel ¢6ziimii vardir?
A)3 B)1 C)2 D)0 E) 3’den ¢ok
Antalya M.O.- 2001

11. a, b, c gergel sayilart |a| < 3, |b] < 2, |¢| < 1 kosullarini saglamak iizere, tiim
23 +ar? +br+c=0
denklemlerini diisiinelim. Bu denklemlerden en az birini saglayan pozitif gercel say1-
larin en biiyligiine z( diyelim. x( sayisi igin asagidakilerden hangisi dogrudur?
A)2<z9<3 B)l<zp<2 C)0<azp<1
D)3 <z <4 E)d<zy <5
Antalya M.O.- 2002

28 + 425 + 321 — 62% — 2022 — 1524+ 5=0
2422 — 22 — 522 — 102 +5=0
¢zlimii 7 ise, 3x3 + 7 tamsayisinin rakamlar toplami kagtir?
A)4 B) 13 o7 D)5 E) 16
Antalya M.O.- 2002

12. denklemler sisteminin gercel

13. a, b ve c sayilart 22 — 2 — 1 = 0 denkleminin kokleri ise,
1 1 1
1+a + 1+5b + 1+c¢
toplami asagidakilerden hangisine esittir?
A)4 B)3 C)2 D)1 E) -1

Antalya M.O.- 2004
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14. 27 + 52 — 3 = 0 denkleminin 7 tane kokii olduguna gére, bu kdklerin 7. kuvvet-
lerinin toplami kagtir?

A) 21 B) 28 C) 35 D) 42 E) 49
Antalya M.O.- 2004

15. z,y € R olmak {iizere,
(z—2)(y+2) = (z +y)*
esitligini saglayan (z, y) ikililerinin say1s1 kagtir?
A)l B) 2 C)3 D) 4 E) Sonsuz ¢oklukta
Antalya M.O.- 2005

16. 2 +y = a® — 3a® ve x - y = 144a* denklem sisteminin pozitif reel sayilarda
¢Oziimiiniin varlig1 i¢in @ sayisit en az kag olmalidir?

A)3 B) V5 C) 2v2 D) 4 E)2

Antalya M.O.- 2006

17. 2% — 2% — 2422 + 22 + 4 = 0 denklemini saglayan x reel sayilari igin z — 2/
ifadesinin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

A) —4 B)3 C)4 D)5 E) 8
Antalya M.O.- 2006

18. 2% + 2%y + y* = 24 ve x? — xy + y*> = 6 esitliklerini saglayan z ve y reel
sayilart i¢in |x3 + y3‘ ifadesi asagidakilerden hangisine esittir?

A) 63 B) 33 C)5V6 D) 3v/6 E)5v2

Antalya M.O.- 2007

19. 2 +y = 2(vx + 3 + /y + 4) esitligini saglayan reel = ve y sayilari igin,
VI +3+ y+4
toplaminin alabilecegi en biiyiik deger nedir?
A)2+3V2  B)8—5vV3 (O)2+4V/6 D)5-2V3 E)3+3v2
Antalya M.O.- 2007

20. b ve c pozitif tamsayilar olmak iizere, kag (b, ¢) ikilisi i¢in 2% —bx —c = 0
denkleminin kokleri 5’ten biiyiik degildir?

A) 25 B) 30 C) 40 D) 45 E) 50
Antalya M.O.- 2009
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21. 42* — 2023 + 1722 + 222 — 2 = 0 denkleminin koklerinden ikisinin garpimi
—2 ise, bu iki kdkiin kareler toplami asagidakilerden hangisidir?

A)S B) 6 o7 D)8 E) 10
Antalya M.O.- 2009

20. /Tx — 8+ /9 — 7z = 1 denkleminin reel ¢6ziimlerinin toplami agsagidakilerden

hangisidir?
30 31 32 33 34
A) — B) — — D) — E) —
) 7 ) 7 © 7 ) 7 ) 7

Antalya M.O.- 2009

21. n dogal sayisinin kag tane degeri i¢in,
T +x2+ - +x, =9

1 1
—_t — 4+ — =1
I X2 In

denklem sisteminin pozitif reel sayilarda ¢6ziimii vardir?
A)l B) 2 O3 D)9 E) Sonsuz ¢oklukta
Antalya M.O.- 2008

1 1 1
22. (z+a2%+2%) + <— +—+ —3) = 28 esitligini saglayan x reel sayisi i¢in
r 22
(22 — 3)? asagidakilerden hangisine esitdir?
A)2 B) 3 C)4 D)5 E)6
Antalya M.O.- 2008

23. ¢ + A esitligini saglayan = ve y degerleri igin, :c_i’ orani asagidakilerden
hang?iJsidir?x Y

A)8 B) -8 C) 64 D) —64 E) 27
Antalya M.O.- 2008
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Ornek 264 2, 3,5, 6, 7, 10, 11,... seklinde tamkare ve tamkiip olan sayilarin atil-
masiyla artan sirada yazilan dizinin 1991 ’inci terimi kagtir?

Ornek 265 a; = 2ven > ligin apy1 = (1+ ay)/(1 — a,,) olarak tanimlaniyor:
Buna gore, asppg =7

Ornek 266 a; = Tve a, 1 = \/|a2 — 16| olduguna gére azop9 =?

Ornek 267 a1 = 1 olmak iizere, a1, as, ..., Qn, ... reel sayt dizisi gozéniine aliniyor.

1 1
Ap+1 = 1+ — an + —
n n

olduguna gére, a1990 =7

Ornek 268 a; = 2 ve Gn+2 = Qniy1 — @y bagintilarimi saglayan, ay,as, ..., ay, ...
reel sayi dizisi gézontine alintyor. Bu dizinin ilk 1996 teriminin toplami 2000 olduguna
gore, ilk 2000 teriminin toplamini bulunuz.

4.1 Aritmetik Dizi

Ornek 269  a ve b tamsayilar icin, f (n) = an + b olmak iizere, her n € Z igin,
f@Bn+1), f(3n)+1 ve 3f(n)+1

sayilari bir artimetik dizi olusturuyorsa, a ile b arasindaki baginti ne olmalidir?

Ornek 270 1,8,15,22,...,2010 ve 2,13, 24, 35, ..., 2015 aritmetik say: dizilerinde
kag tane ortak sayr vardr?

Ornek 271 z* — 1022 + a = 0 polinomunun dort kékii vardr ve bu kékler bir
aritmetik dizi olusturmaktadir. Buna gore, a reel sayisi kagtir? (Wisconsin M. Talent
Search 1998)

Ornek 272 Sonsuz elemanly bir aritmetik dizi bir tamkare iceriyorsa, sonsuz sayida
tamkare igerecegini gosteriniz. (SSCB M.O. 1963)

Ornek 273 Bir pozitif tamsayilardan olusan bir aritmetik dizinin ortak farki 17 ol-
sun. 121 bu dizinin bir elemant olduguna gore, bu dizinin en kiigiik tamkare elemani
kagtir? (SSCB M.O. 1963)
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Ornek 274 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43, 50, 57, 64, ... aritmetik dizisini goz oniine
alalim. Bu dizideki tamkarelerin kiiciikten biiyiige dogru olusturdugu diziyi a,, ile
gosterelim. Buna gére agg =7

Ornek275 a < b < ¢ < d < e reel sayilar olmak iizere, S kiimesi bu bes
sayidan herhangi iki farkli sayimin toplanmasiyla elde edilen tiim miimkiin toplam-
larin kiimesini gostersin. S kiimesinin eleman sayis1 7 olduguna gére, a, b, c,d ve e
sayilarmin aritmetik dizi olusturdugunu gésteriniz.

Ornek 276  Tiim elemanlart birbirinden farkli tamsayt olan ve ilk 77 teriminin top-
lami1 1001 olan artan bir aritmetik dizinin miimkiin olan en kiiciik pozitif terimi kaginci
terimdir?

Ornek 277 agz = a9 = 0 olmak iizere, A = ai,as, ..., Gy, ... reel say dizisi
gozoniine almiyor. Bu diziden, AA = ay — ay, a3 — @2, ...y Gy — Gp—1, --. seklinde
yeni bir dizi olusturuluyor. Bu islem tekrar edilerek A (AA) dizisi elde ediliyor. Son
elde edilen dizinin tiim terimleri 1 olduguna gore, aq =7 (AIME 1992)

4.2 Geometrik Dizi

Ornek 278  Toplamlari 19 ve karelerinin toplami 133 olan ii¢ say: artan bir geometrik
dizi olusturduguna gore, bu sayilarin en kiictigii kactir?

Ornek 279 {100,101, 102, ..., 1000} sayilarindan olusturulabilen geometrik dizi en
¢ok kag terimli olabilir? (KANADA M.O. 1983)

Ornek 280 [z] ve {2} = = — [z]] swraswla, x sayisindan biiyiik olmayan en kiigiik
tamsayiyi ve x sayisimn kesir kismini gosterdiklerine gore,

z, [z] ve {z}

geometrik dizi olacak sekilde kag tane sifirdan farkl x degeri vardir?
Ornek 281 k. k + 1,k + 2,k + 3, .... say: dizisinin geometrik bir dizi olusturacak

sekilde 3 farkli sayi icermesi icin gerek ve yeter sart k sayisumin rasyonel olmasidur.
Gdsteriniz. (KANADA M.O. 1993)

4.3 Fibonacci Dizisi

Ornek 282  F, Fibonacci dizisi veriliyor. 7FS’_~_2 - F3 - FSH ifadesinin F, 3 ile
boliinebildigini gosteriniz.
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Ornek 283  F,, Fibonacci dizisi veriliyor. Fyy, Fis0, Fgo, Faoo sayilarindan a) kag
tanesi tektir? b) kag tanesi 3 ile tam boliiniir?

Ornek 284 a € Z olmak iizere, Fy = 1,Fy =aven >2icin, F,, = F,,_1+ F,_o
olarak tamimlanan Fibonaccimsi dizi veriliyor.

a) (F),) dizisinin hig¢ bir terimi N ile boliinmeyecek sekilde, a ve N > 1 tamsayilar
bulunabilecegini gosteriniz.

b) (Fy,) dizisinin en az bir tane ardisik iki terimi N ile boliinecek sekilde, a ve N > 1
tamsayilart bulunamayacagini gosteriniz.

Ornek 285 F, = 1, Fo = 1ven > 3igin, F,, = F,,_1 + F,,_5 olarak tamimlanan
Fibonacci dizisi veriliyor.

a) Her m ardisik Fibonacci sayisin toplami tek sayr olacak sekilde bir m pozitif
tamsayisimin bulunamayacagini gésteriniz.

b) Her m ardisik Fibonacci sayisimn toplamu ¢ift sayr olacak sekilde tim m pozitif
tamsayilarim bulunuz.(Wisconsin Math. Science Talent Search 2005)

Ornek286 F, =1, Fy =1ven > 3icin, F,, = F,,_1 + F,_o olarak tamimlanan
Fibonacci dizisi veriliyor. F,/F, savisimn daima tamsayi oldugunu gosteriniz.
(Wisconsin Math. Science Talent Search 2003)

Ornek287 F, =1, F, = 1ven > 3icin, F, = F,_1 + F,,_o olarak tanim-
lanan Fibonacci dizisi veriliyor. n > 4 i¢in, F,,/F,,_1 < 1,7 oldugunu gésteriniz.
(Wisconsin Math. Science Talent Search 2003)

4.4  Bir Dizinin Genel Teriminin Bulunmasi

Ornek 288 n pozitif tamsay: olmak iizere,
n(n+1)

ve a1 = a
2n — ap,

Ap+1 =
olduguna gére, a,, terimini a ve n cinsinden bulunuz.
Ornek 289 a1 = 1 olmak iizere, a1, as, ..., Gy, ... reel sayt dizisi gozéniine aliniyor.

2
4anan+1 = (an + any1 — ]-) yOp < Gp41

olduguna gére, a,, ="

Ornek 290 o = 5 olmak iizere, n > 1 tamsayilart icin, x, = 2x,_, olarak
veriliyor. Buna gére, x10 ‘iin son rakami kagtir?
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Ornek 291 ¢ = 5 olmak iizere, n > 1 tamsayilart igin, v, = 2x,_1 +3n+1
olarak veriliyor. Buna gore, (x,,) dizisinin genel terimini bulunuz.

4.5 Dizilerin Homojen Yineleme Bagintilar: ve Genel Teriminin
Bulunmasi

Ornek 292 F, = 0, Fi = 1ven > 2icin, F,, = F,,_1 + F,_s olarak Fibonacci
dizisinin genel terimini bulunuz.

Ornek 293 ag = 3, a1 = 10 olmak iizere, an, = Tan_1 — 12a,_2 esitliginin
saglayan (ay,) dizisinin genel terimini bulunuz.

Ornek 294 qg = 2, a1 = 10 olmak iizere, a,, = 4a, 1 —4a, 2 esitliginin saglayan
(an) dizisinin genel terimini bulunuz.

4.6 Dizilerin Homojen Olmayan Yineleme Bagintilar1 ve Genel
Terimin Bulunmasi

Ornek 295 a, = 5a, 1 — 6a,_o + T (n) yineleme bagintisim saglayan (a,,)
dizisinin genel terimini asagidaki verilen T (n) fonksiyonlarma gore bulunuz.

a)T (n) =3n%—2

b) T (n)=5"
¢)T(n)=3"
d)T(n)=5"(n+
e)T(n)=3"(n+1)

Ornek 296 a, = 6a, 1 — 9a,_o + T (n) yineleme bagintisim saglayan (a,,)
dizisinin genel terimini asagidaki verilen T (n) fonksiyonlarina gore en genel bigimiyle
hesaplayniz.

a) T (n)=2"

b) T (n) =3"

¢)T(n)=3"(3n—2)

Ornek 297 ag = 5 olmak iizere, n > 1 tamsayilart igin, a, = 2a,_1 +3n +1
olarak veriliyor. Buna gove, (ay,) dizisinin genel terimini bulunuz.

Ornek 298 ay = 2 olan ve a,, = 2a,,_1 + 3" esitligini saglayan (a,,) dizisinin ilk
n teriminin toplami asagidakilerden hangisidir?
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Ornek 299 ag = 7 olmak iizere, n > 1 tamsayiart igin, a, = an,—1 + n olarak
veriliyor. Buna gére, a,, asagidakilerden hangisidir?

Ornek 300 ao = 3 olmak iizere, n > 1 tamsayilart igin, a, = a,_1 +2" +n olarak
veriliyor. Buna gore, (ay,) dizisinin genel terimini bulunuz.

4.7 Yardimci Genel Terim Kullanma

Ornek 301 (a,,),-, reel say: dizisi igin, ag = 0, a1 = 1, as = 2 ven > 3 iken,
ap = Qp-1+ Ap—2 — ap—3+1

olduguna gére, asg1o =7

An—1
2n-ap—1 +1
dizisi igin a1 + ag + - - - + aj0 toplamint hesaplayiniz.

v 1
Ornek 302 a; = 3 vean = esitliklerini saglayan, n € N, (ay)

Qn

Ornek 303 (an)zo,O reel sayr dizisi, ag = 1 ven > 0 igin, apy1 = ————
- 1+ na,

olduguna gére, a19g =7

4.8 Dizinin Tiim Terimlerinin Tamsay1 Oldugunu Gosterme

Ornek 304 (a,))_, dizisi, a1 = as = 1 ve a, = (a2_, + 2)/an_2 kosullarin
sagladigina gore, n > 3 icin, (ay,),-., dizisinin tiim terimlerinin tamsayi oldugunu
gosteriniz. (Moskova M.O. 1963)

Ornek 305 a; = 2vena, = 2 (2n — 1) a,_1 esitligini saglayan (a,,) dizisinin tiim
terimlerinin tamsayt oldugunu gésteriniz.

4.9 Dizinin Limiti

Ornek 306 Limit tammum kullanarak genel terimi a, =

dizisinin limitinin —2 oldugunu gosteriniz.
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4.9.1  Dizinin Limiti ile ilgili Baz1 Ozellikler

m2+n+1

Ornek 307 Genel terimi a,, =
3n2+n—2

olarak verilen (ay,) dizisinin limitini

bulunuz.

.. 1 1 2
Ornek 308 Genel terimi a,, = — Kl + —> + <1 + —) + -+ (1 + E)] olarak
n n n n

verilen (ay,) dizisinin limitini bulunuz.

.. 8an—
Ornek 309 a;=1,a, = St Gizisinin yakinsak oldugunu gésteriniz.
ap-1+ 4
. 30%_1*1 e .. o . ..
Ornek 310 a; =1,a, = P dizisinin yakinsak oldugunu gésteriniz
ap—1 —

Ornek 311 a, 1 = = (2 + a,,) seklinde tammlanan (a,,) dizisinin limitini bulunuz.

Wl =

Ornek 312 a; = 17/10, ay = 177/100, a3 = 1777/1000,... dizisinin limitini
bulunuz.

Ornek 313 a > 0 reel sayi olmak iizere lim {/a = 1 oldugunu gésteriniz.

49.2  Supremum ve infimum

2n + 3
2n—2>5

Ornek 314 (a,) = ( ) dizisinin supremum ve infimumunu bulunuz.

4.9.3 Yigilma noktasi, Alt limit, Ust limit

. 3

Ornek 315  ay = 6, ap4+1 = 3 — — dizisinin yigilma noktalarini bularak alt ve iist
a

limitlerini belirleyiniz.. "

49.4  Monoton Azalan(Artan) ve Alttan(Ustten) Stmirh Oldugunu
Gostererek Yakinsak Oldugunu Gosterme

.. 1 1 1
Ornek 316 a, = —— +——+ - -+ — dizisinin yakinsak oldugunu gésteriniz.
n+1l n+42 2n

. 1\"
Ornek 317 lim|(1—-— | =?
rne m < 4n2)
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=7

2n+1>”/3

Ornek 318 i
rne im <2n —

. n!
Ornek 319  a,, = — olan dizinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve limitini bulunuz.
n

Ornek 320 a; = v2,ven > licina, = /2 + /a1 dizisinin yakinsak oldugunu

gosteriniz. Limitini bulunuz.

4.9.5 Cauchy Yakinsakhk Kriteri

.. 1 1 1 41

Ornek 321 a, =1- 3 —1—5 ~1 e (=1)" Y 2 dizisinin yakinsak oldugunu Cauchy
n

kriteriyle gésteriniz.

.. 1 1 1 r .

Ornek 322 a, =1+ 5 + 3 + 1 + -+« + — dizisinin waksak oldugunu Cauchy
n

kriteriyle gésteriniz.

Ornek 323 (an)f;o reel sayi dizisi, ag = 0, a1 = 1 ven > 1 igin,
Gpn + Nap—1

Ap+1 = 1+n

olduguna gére a., dizisinin limitini bulunuz.

Ornek 324 a; = 1 ve her m,n € Z% icin,

Ap — am‘ < 3 kosullarin

mn
m2+n
saglayan tiim (a,,),_, dizilerini bulunuz. (IMO)

an+1

% Kaural : Pozitif terimli bir (a,,) dizisinde, lim /a,, = lim esitligi saglanir.

n

Ornek 325 lim ({/n) =7

% Kural : lim (a,,) = a ise, lim <a1 ot a") = a’drr.

n

1+V2+V3+--+ ¢n
n

Ornek 326 lim dizisinin limitini bulunuz.

% Kural : Pozitif terimli bir (a,,) dizisinde, lim (a,,) = a ise,

lim ¢ay -as-az---a, =a

olur.



Diziler 85

Ornek 327 lim (<L/1/n!) =7

Ornek 328 |a| < 1 icin limna™ = 0 oldugunu gésteriniz.

4.10 Kansik Ornekler

.. -1
Ornek 329 a, = n! + (n > an—1 ve ay = 2 esitliklerini saglayan a,, dizisi
n

2008
igin, > — degerini hesaplaymniz.

n=1 Gn
Ornek 330 a; < as < --- < au3 < ayq pozitif tamsayilart 125 'ten biiyiik degildir.
di = Qj4+1 — A4 (Z = 172, ,43)

esitligi ile elde edilen 43 fark igerisinde bazi degerlerin en az 10 kez yer alacagini
gosteriniz.

Ornek 331 a = 3+/2veb = 3—/2olmakiizere, (x,,);° dizisi , = (a + b") /2
seklinde tamimlaniyor. x1999 sayisimin birler basamagi kagtir?

Ornek 332 a; =0, asyy1 = ao, = nolsun. S (n) = a1 +as + -+ ay, olduguna
gore, a) S (n) =7 b) m > nigin, S (m +n)—S (m — n) = mn oldugunu gosteriniz.
(KANADA M.0. 1970)

Ornek 333 a1 =1, ay = 2 ve ag = 4 olmak iizere, n > 4 icin, a,, dizisi, kendinden
onceki ii¢ terimin toplamlarmin son rakamint géstermektediv. Bu sayi dizisini art
arda yazarsak, 1247344194475... biciminde olacaktir. Bu dizide, goriildiigii gibi 1944
dortliisii vardir. Bu sekilde yazilan sayi dizimizde 1001 dortliisiiniin sonsuz sayida
bulunabilecegini gosteriniz.

.. 1

Ornek 334 0 <k <ligina; =1+ kve any1 = — + k olduguna gore, her n
a

iin, an, > 1 oldugunu gosteriniz. (KANADA M.O. 1977) !

. 1
Ornek 335 n > 1 tamsayist icin, a,, = ————— olmak iizere,
n(n+1)

1=n(ar+ ary1+---+as)

olacak sekilde, r < s pozitif tamsayilarinin bulunabilecegini gosteriniz. (KANADA
M.0.1973)
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.. 1 1 1
Ornek 336 & pozitif tamsayisi igin, a, = 1 + 3 + 3 + -4+ Z ise,
+1
3a1 +5as + Tag+ -+ 2n+ 1) an = (n+1)* a, — %

esitliginin saglandigim gosteriniz. (Municipal 1999)

.. 1
Ornek 337 a1 = 3 ve

2
na, =ai+ax+--+ap,

olduguna gore, a,, =7 (KANADA M.O. 1975)

Ornek338 ap = 1,a; = 2ven(n+1an =nn—1a, — (n—2)a,_1
olduguna gore, I (KANADA M.O. 1976)
ap  ag as1

Ornek 339 ayp =0, a1 = 1 ve anyo = 4a,41 — a, esitliklerini saglayan (an)go
tamsay dizisi ile, by = 1, by = 2 ve b, 19 = 4by, 11 — by, esitliklerini saglayan (b,),
tamsay: dizisi veriliyor. Buna gore, 3a2 +1 = b2 oldugunu gosteriniz. (KANADA M.O.
1988)

Ornek 340 S bir pozitif tamsayt dizisi olsun. S sayi dizisinin elemanlarinin ¢arpi-
mint P (S) ile ve S nin tiim bos olmayan T altkiimeleri igin bulunan P (T') sayilarimin
aritmetik ortalamasini da M (S) ile gosterelim. S sayi dizisine bir pozitif sayr daha
ekleyerek S’ sayi dizisi olusturuluyor. M (S) = 13 ve M (S’) = 49 olduguna gore,
S’ sayi dizisini bulunuz. (KANADA M.O. 1988)

Ornek 341 z € R olmak iizere,
T
oy :1+\/(1+l‘), 1 =24+ —,...., Ti984 =2+
1 21984

esitlikleri saglandigina gore, x19g5 = x denkleminin kag tane reel kékii vardir? (SSCB
1985)

T

Ornek 342 (an)zo:1 dizisi, ay = 39, as = 45 ve ap o = aiﬂ — a,, kosullarin
sagladigina gore, 1986 sayisinin (ay, ), dizisinin sonsuz sayida terimini béldiigiinii

gosteriniz. (KANADA M.O. 1986)

Ornek 343 n pozitif tamsayr olmak iizere, toplamlari 17 olan ay, as, ..., a, pozitif
reel sayilarn dizisi goz oniine alintyor.

S/ (2k—1)° + a2
k=1

ifadesinin minimum degeri S, olarak tamimlanirsa, Sy, bir tamsayt olacak sekildeki n
sayisint bulunuz. (Hong-Kong Prelimary Contest)
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Ornek 344 a; = 1ven > 1 icin, (a,) = (Ll) seklinde tammlanan (a,)
n—
dizisinden yararlanarak lim (/n) = 1 oldugunu ispatlayiniz.

2
Ornek 345 a > 1, reel sayr olmak iizere lim <n_) = 0 oldugunu gésteriniz.
a’ﬂ

2

Ornek 346 (an)oeq dizisi, ag = 1996 ve ap11 = ai T kosullarimi saglamak-
an
tadw: [x] sayist x sayisindan biiyiik olmayan en biiyiik tamsayy gostermek iizere,

n=20,1,2,..,999 icin, [a,] = 1996 — n oldugunu gosteriniz. (Excalibur)

Ornek347 a; = az = 10, apy2 = apy1(an+1) +1 veby = by = —10,
bng2 = bnt1 (by + 1) + 1 kosullarimi saglayan (a,,), -, ve (by),, dizilerini gz
Oniine alalim. Bu iki dizinin ortak elemant olmadigint gosteriniz. (Kanada Math. Soc.
Sorulart)

.. 1
Ornek 348 lim @+ = e oldugunu gosteriniz.
n—oo +/nl
Ornek 349 o b T dizisinin yaknsak oldug
n = — + —5——= + - izisinin yakinsak oldugunu
rnek 341 3212 3 +n 7 &
gosteriniz.
1 1

.. 1
Ornek 350 a, =1+ T + B SRR ] dizisinin yakinsak oldugunu Cauchy
! n!

Yakinsaklik Kriterini kullanarak gosteriniz.

BU SORULARIN COZUMLERINI MATEMATIK OLIMPIYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir
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411 Cozumlii Test

1. a1 = 1 olmak tizere, n > 1 igin,

n tek ve a,, = 0 ise
n ¢ift ve a,, = 0 ise
ntek ve a,, = 1 ise
,  ngiftvea, = 1ise
0, a,=0ise

Ap41 =

S RN O

olduguna gore, a1, as, as, ..., a1gp sayilarindan kag tanesi 0’a esittir?
A) 51 B) 55 C) 50 D) 49 E) Higbiri

2. (an),—, reel say1 dizisi, a; = 2009 ve n > 1 igin,
a1 +az+ -+ an_1 +a, = na,

olduguna gore, asggg =7
A) 1/2010 B) 1/2009 C) 1/1004 D) 1/1005 E) Higbiri

3. a1, ay, as,... dizisi, a; = 3% ay = 3', a3 = 3°+ 3! = 4,43 =32 =9
vb. biciminde 3’iin farkli kuvvetlerinin toplamlarinin artan sirada yazilmasiyla elde
edilen bir dizi olsun. Buna gore, agg =7 (AIME 1986)

A) 975 B) 981 C) 982 D) 976 E) Higbiri

4. Tim terimlerinin toplam1 137 olan, aq, ao, ..., ags dizisi n = 1,2,3,...,97 icin
Gn+1 = an, + 1 esitligini sagladigina gore, as + a4 + ag + - - - + agg toplami asagi-
dakilerden hangisine esittir? (AIME 1984)

A) 97 B) 98 C) 92 D) 96 E) Higbiri

5. n > 0igin, apta = ant1 — ay, esitligini saglayan tamsayilardan olusan (a,,)7"

dizisinin ilk 1492 teriminin toplami 1985 ve ilk 1985 teriminin toplami ise 1492°dir.
Buna gore ilk 2001 teriminin toplamini bulunuz. (AIME 1985)

A) 976 B) 985 C) 983 D) 986 E) Higbiri

6. 28 + az* + 1 = 0 denkleminin dort tane kokii vardir ve bu kokler bir aritmetik dizi
olusturmaktadir. Buna gore, a sayisi kagtir?

A)—5/17  B)—27/19 C)—82/9 D)—81/10  E)—76/17
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7. (an)zoz1 reel say1 dizisi n > 2 i¢in, a,—1 + a, = 2n esitligini saglamaktadir.
a; = 10 ise, aioo =7

A) 95 B) 92 C) 91 D) 96 E) Higbiri

8.a;1=1a=5ven >2icina,4; = 3 (an + an—1) esitligini saglayan a,, dizisi

i¢in, ajpp =7

2796 411 2796 _11 27104 111 2-104 1 11
+ Q) 11 -

B)
3 3 3 3

A) E) Higbiri

9. {100, 101, 102, ..., 500} sayilarindan olusturulabilecek maksimum terimli geometrik
dizinin son terimi kactir?

A) 128 B) 256 C) 360 D) 432 E) Higbiri

10. ay,as,as, ..., ay, sonlu dizisi, her k£ = 1,2, ...,n i¢in, k sayisi dizide a; defa yer
aliyorsa, bu diziye fuhaf dizi diyelim. Omegin, ag=1,a1 =2,a9 =1, a3 = 0 dizisi
tuhaf dizidir. a;, as, as, ..., ajgpo dizisi bir tuhaf dizi olduguna gore,

1000
> ak
k=1
toplamini hesaplayniz.
A) 955 B) 1000 C) 1001 D) 999 E) Higbiri
11. (a,,) dizisi igin, ap = 0 ve n > 1 igin, |a,| = |a,—1 + 3| olmak iizere,

|ar + az + - - - + az006]

ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger nedir? (AIME 2006)
A) 25 B) 21 C) 22 D) 26 E) Higbiri

12. k € Z7 igin, (aq), ilk terimi 1 ve ortak farki d olan bir artan bir aritmetik tamsay1
dizisini ifade etmektedir. Buna gore, kag tane tamsay1 d degeri i¢in 2005 sayis1 (ag)
dizisinin bir terimidir. (AIME 2005)

A) 15 B) 24 C) 12 D) 16 E) Higbiri
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13. n € Z* ve ai,a9,as,...,a, dizisi i¢in, ag = 37, a1 = 72, a, = 0 ve

k=1,2,...,n—1li¢inagr; = ap_1 — 3 olduguna gore, n =? (AIME 2005)
ag
A) 895 B) 981 C) 892 D) 889 E) Higbiri

14. iki aritmetik dizinin karsilikli terimlerinin ¢arpimu ile olusturulan
1440, 1716, 1848, ...

dizisinin sekizinci terimi kagtir? (AIME 2003)
A) 348 B) 920 C) 912 D) 396 E) Higbiri

15. (an),., reel say1 dizisi i¢in, ap = a olmak iizere, aj, de@eri ay_, degerinin
rakamlarinin toplanmastyla bulunuyor Buna gére, ag = 22°%? ise a109 =? (Ornegin,
ag = 1451 1S€, a1 = ].0, ap = ]., as = 1, )

A)5 B) 6 C) 7 D) 2 E) Higbiri

16. (an)n | reel sayl dizisi igin, a1 = 1 ve a2 + a, = @, 41 olsun. b, =1/ (1 + a,)

olmak lizere, S,, Z by ve P, = H by, ise, P1poo + S1000 toplamini hesaplayiniz.
k=1

A) 1000 B) 1 C)1+1/1000 D) 1001 E) Higbiri

17. (ay,),, reel say1 dizisi, ap = 1, a; = 1 ve n > 2 i¢in,
apt1 = 2008a,, + 2009a,,_1

olduguna gore, asg1g Ve asggpg terimlerinin 3’e boliimiinden kalanlarinin toplamint
bulunuz.

A)0 B) 1 C) 2 D)3 E) Higbiri

18. Negatif olmayan gergel sayilardan olusan 100 terimli artmayan bir dizinin ilk
iki teriminin toplami en fazla 100 ve geri kalan terimlerinin toplami ise en fazla 100
olduguna gore, bu dizinin terimlerinin kareleri toplami en fazla olacak sekilde kag dizi
vardir? (KANADA M.O. 2000)

A)O B)1 C)2 D)3 E) Sonsuz sayida
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19. (ay),—, reel say1 dizisi i¢in, as = 5, asa = 500 ve a,, + @541 = apt2 olduguna
gore, S =a1 +ax+---+as =7
A) 500 B) 505 C) 495 D) 490 E) Hicbiri

20. Bir (a,,) dizisi i¢in, a1 = 211, ay = 375, ag = 420, ay = 523 ve n > 5 igin,
ap =0Qp—1 — Qp—2 + Gp_3 — An_4
olduguna gore, as31 + arss + agrs =7 (AIME 2001)
A) 890 B) 912 C) 796 D) 898 E) Higbiri

21. Tiim terimleri asal say1 olan bir aritmetik dizinin besinci terimi en kiigiik kag olur?
(AIME 1999)

A) 20 B) 21 C) 22 D) 23 E) Higbiri
2an_1—3 e .. -
22. a9 = —1vea, = EP— esitliklerini saglayan (a,,) dizisi i¢in, a19p =7
An—1 —

A) 599/600 B) 601/600 C) 599/601 D) 600/601 E) Higbiri

23. a1 =1vea, = i (a1 + ag + -+ - + an—1) olduguna gore, ajgg terimi 2’nin

n—1
en fazla kaginci kuvvetine boliiniir?
A)l B) 100 C) 98 D) 99 E) Higbiri

24, ay,a3,as, ..., a1 say1 dizisinde k € Z ve 1 < k < 100 igin, ay, sayisi, diger 99
saymnin toplamindan k& kiigiiktir. (m,n) = 1 ve asg = m/n olduguna gore, m + n
kagtir? (AIME 2000)

A) 170 B) 171 C) 172 D) 173 E) Higbiri

25. (ay,) dizisi, a; = ag = ag = 1 ve hern € Z% i¢in, ay 13 = ani2 + any1 + ay
esitliklerini saglamaktadir. ass = 6090307, a9 = 11201821 ve azy = 20603361
olduguna gore, a1 + as + a3 + - - - + ass toplaminin son ii¢ rakami kagtir? (AIME
2006)

A) 834 B) 734 C) 934 D) 634 E) Higbiri
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1
26. a1 = 3 Ve a1 = aﬁ + ay, esitliklerini saglayan (a,,) dizisi igin,
1 1 1
1+a; 1+as 1+ a1000

K:

ise, [K] =?
A) 0 B) 1 C) 2 D)3 E) Higbiri

27. a0 = V3ve ani1 = /3 Fa, ise, lim a, = kise, [k] =?
n—oo

A0 B)1 C)2 D)3 E) Higbiri
28. a1 = ag = 1 ve a3 = —1 olmak iizere, a,, = a,_1a,_3 esitliginin saglayan (a,)
dizisi ic;in, a1000 + @100 =7

A)0 B) 2 C) -1 D) —2 E) Higbiri

29. Dort pozitif tamsayidan olusan bir dizinin ilk {i¢ terimi bir aritmetik dizi, son {i¢
terimi ise bir geometrik dizi olusturmaktadir. Birinci ve dordiincii terimleri arasindaki
fark 30 olduguna gore, bu dort terimin toplami kagtir? (AIME 2003)

A) 127 B) 128 C) 129 D) 130 E) Higbiri

30. (ay,) dizisi, a1 = 1, az = 2 ve apt2 = any1 + ay ve (by,) dizisi ise, b = 2,
by = 1 ve by42 = by41 + by, olarak tanmimlaniyor. Her iki diziye ait olan kag tane
tamsay1 vardir? (SSCB. M.0.1982)

A)b5 B) 2 C)3 D)4 E) Sonsuz sayida

31. [x] sayist 2’den biiyiik olmayan en biiyiik tamsayiy1 gostermek iizere, (a,,), -,
reel say1 dizisi i¢in, ag = 2004 ve a1 = [[(ap — a1 —az — -+ — ay,) /2] olduguna
gore, a,, = 0 olacak sekildeki en kii¢iik n sayisini bulunuz.

A) 12 B) 11 C) 10 D) 13 E) Higbiri

32. d (m) sayis1 m sayisinin kendisinden kiigiik en bilyiik ¢arpanimi gostermek iizere,
ay = Ave any1 = an + d(ay) olacak sekilde, ay, as, ..., a, dizisi tammlaniyor.
Hangi, A > 1 tamsayis1 i¢in, 2002 dizinin bir elemanidir? (CENTRO Amerikan M.O.
2002)
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A)111  B)113 C)109 D)110 E) Bovlebird

say1st yoktur

93

BU SORULARIN COZUMLERINi MATEMATIK OLIMPIYATLARINA
HAZIRLIK 4 (Analiz - Cebir 1) KITABINDA BULABILIRSINiZ.
Mustafa Ozdemir
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4.12 Tiubitak Matematik Olimpiyat Sorulari

1. Dogal sayilardan tam karelerin atilmasi ile elde edilen 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, ...
dizisinin 1994 tincii terimi nedir?

A) 2036 B) 2037 C) 2038 D) 2039 E) 2040
UMO - 1994

2. Verilen bir (a,,) dizisinden her n igin, b,, = a,+1 — a, seklinde bir (b,,) dizisi
tanimlaniyor. ag = a49 = 0 ve her n i¢in, b,+1 — b, = 2 ise, a; asagidakilerden
hangisidir?
A) 273 B) 301 C) 186 D) 403 E) 281
UMO - 1993

3. Bir say1 dizisinin birinci terimi 20’dir. Bundan sonraki her terim kendisinden
onceki terimin karesinin rakamlari toplamina 1 eklenerek elde ediliyor. Bu dizinin
ylizlinctl terimi kactir?
A)5 B)8 C) 14 D) 11 E)7
UMO - 1995

4. a, sayisi, \/n sayisina en yakin olan tamsayiy1 gosterdigine

toplami agagidakilerden hangisine esittir?
A) 91 B) 90 C)92 D) 89 E) 93
UMO - 1996

5.z € Rigin, fi (z) = 2% — 2z ve n > 1igin, fr11 (x) = f1 (fs (x)) esitlikleriyle
f1, fa, f3, ... fonksiyonlar1 tammlaniyor. fi9s¢ fonksiyonunun [0, 2] kapali araliginda
alabilecegi en kiiciik ve en biiyiik degerler hangisidir?

A)Ove3 B)Ove2 C)—1ve24 D)—-1ve3 E)—-1ve0
UMO - 1996

6.51=1, So=1-2, S3=1—-2+3, S4=1-24+3—-4,..,
Sp=1—-2+3—4+---+(=1)"n olduguna gore, So5 + S100 kagtir?
A)0 B) 1 C) -1 D) —2 E) —2
UIMO - 1997
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7. (an),—, tamsay1 dizisi,
a; =1 (mod 13)
as = 4 (mod 13) ve n > 3 igin,
apn = 4an_1 — 4a, o (mod 13)
kosulunu sagliyorsa, a19g (mod 13) asagidakilerden hangisidir?
AT B)6 C) 12 D)9 E) Higbiri
UMO - 1997

8. Ilk terimi 1 olan 20 terimli bir aritmetik dizinin toplam, ilk terimi 20 olan 10
terimli bir aritmetik dizinin toplamina esittir? Bu dizilerin farklari sirasiyla x ve y
pozitif tamsayilar1 ise, = + y toplaminin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

A) 35 B) 38 C) 43 D) 74 E) 92
UMO - 1998

9. (a,) dizisi, a; = 1 ve n > 1 igin,
an,

py1 = —F——
i 1+ 4a?
seklinde tamimlaniyor. ax < 10~ 2 esitsizligini gergekleyen en kiigiik & degeri nedir?
A) 249 B) 2499 C) 251 D) 2501 E) Hicbiri
UMO - 1998

10. a1, ag, ..., @y, ... pozitif tamsayilar dizisinde ag asal olmayip, diger terimlerin her-
biri bir 6nceki terimin pozitif bolenlerinin sayisina esittir. Bu dizinin hicbir teriminin
tamkare olmamasini saglayan kag tane ag vardir?

A)O B) 2 C)1 D) Sonsuz Sayida  E) Higbiri
UIMO - 1999

11. ap = 1999, a; = 2000 ve her n > 0 tamsayisi igin, a,40 = (1 + apy1) /an
olduguna gore, asgp1 kagtir?

A)998/3  B)1999  C)2000  D)2001  E) Higbiri
UIMO - 1999

12. (an)ff:l gercel sayilar dizisi, he n > 1i¢in, a1 = ay, - ap+2 kosulunu sagliyor-
sa, {a,, : n > 1} kiimesinin eleman sayis1 asagidakilerden hangisi olamaz?

A)2 B) 3 C) 4 D)5 E) Higbiri
UMO - 1999
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13. Oniki terimli bir say1 dizisinin ilk terimi 12, son terimi 21°dir. Bu dizinin ardigik
numaralt her ii¢ teriminin toplami1 121 ise, sekizinci terimi kagtir?

A)91 B) 88 C)21 D) 12 E) Veriler Yetersizdir
UIMO - 2000

14. (a,) dizisi, a; = 1 ve her n > 2 pozitif tamsayisi i¢in, |a,| = |ap—1 + 2|
2000

kosullarini sagliyorsa > a; toplaminin alabilecegi en kiiciik deger nedir?
i=1

A)—4000  B)—3000 C)—2000 D)—1000 E) Higbiri
UMO - 2000

15. 1 = —1 ve her n pozitif tamsayis1 i¢in,

2 4
Tpt1 = 1+ﬁ ﬂfnJrﬁ

olduguna gore, x200 nedir?
A) 1999998 B) 2000998 C) 2009998 D) 2000008 E) 1999999
UMO - 2000

16. Her terimi 2001 °den kiiciik ya da esit olan, =1, x9, ..., x,, pozitif tamsayilar1 dizisi,
her i > 3i¢in, z; = |z;—1 — x;_2| kosulunu sagliyorsa, n en ¢ok kag olabilir?

A)1000  B)2001  C)3002 D)4003  E) Higbiri
UMO - 2001

17. Bir aritmetik dizide ilk 2002 terimin toplami 10, ilk 10 terimin toplami1 da 2002
ise, bu dizinin ortak farki kagtir?

-1 —1006 -1 —996
A) — B) ——— D E) Hicbiri
) 516 ) 3005 © To0e ) 5005 ) Higbiri
UIMO - 2002
18. ai,ag,...,a2003 tamsayilary, |a1| = 1 ve |a;11] = |a; + 1] (1 <4 < 2002)
kosullarimi sagliyorsa, |a; + ag + - -+ 4 a2003| en az kag olabilir?
A)4 B) 34 C) 56 D) 65 E) Higbiri
UMO - 2003
19. a1 = —1,a2 =2ven > 3igin, a, = n—1 olduguna gore, asgos kagtir?
n—2
A) =2 B) -1 C)—1/2 D) 1/2 E) 2

UMO - 2006
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20. z; = 5,20 =40l veher3 < n < micinx, = Tp_o — - ise, m nin
alabilecegi en biiylik deger nedir? "
A) 406 B) 2005 C) 2006 D) 2007 E) Higbiri
UMO - 2007

A,
dizisinin af < 5—10 kosulunu saglayan en biiyiik terimi ay, ise k kagtir?

A) 194 B) 193 C) 192 D) 191 E) Higbiri
UMO - 2008

1
21. a1 = 3 ve her n > 1 igin apy1 = seklinde tamimlanan (a,)

22. Bir (a,,) dizisia; =1, a2 = 5vehern > 2i¢in ap41 — 2a, +a,—1 = 7 seklinde
tanimlanmaktadir. Buna gore a7 kagtir?

A) 895 B) 900 C) 905 D) 910 E) Higbiri
UMO - 2008

23. Her n pozitif tamsayisi i¢in, a,, # 0 Ve a4y apn+3 = Gn420n+5 kosullarmi saglayan
(an)pe, gergel say1 dizisinde

aias + azaq + asag = 6

ise, a1as + asays + - + ag1a40 =7

A) 63 B) 21 C) 882 D) 42 E) Higbiri
UMO - 2009
.. Vv/n3 2—n—-1, e e
24. Her n > 2 i¢in, a,, = nonTomn ise, as - ag - --ap > 3 esitsizliginin

n
saglanmasi icin k pozitif tamsayisinin en az kag¢ olmasi gerekir?
A) 102 B) 100 C) 106 D) 104 E) Higbiri
UMO - 2009
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4.13  Ulusal Antalya Matematik Olimpiyat1 Sorular: (Diziler)

1. Bir dizinin ilk terimi 1°dir ve her n > 2 icin ilk n teriminin ¢arpimi n2dir. Dizinin
altinc1 ve onbirinci terimlerinin toplami kagtir?
50 53 121
- D) =2 E) ===
27 ) 20 ) 36
Antalya M.O.- 1998

A)2 B) 3 C)

2. Bir geometrik dizinin m’inci terimi 27, n’inci terimi 8, p’inci terimi de 12 olduguna
gore m, n ve p asagidaki bagintilardan hangisini saglar?
Aym—-2n=p B)m+2n=3p C)m+n=p

D)m+p=n E)yn+p=m Antalya M.O.- 1996

3. Asagidaki bes diziden kag tanesinin limiti vardir?

L 1,1,1,...,1,..
1 1 1 1
1. 0,1,0,-,0,-,...,0,—,0, ——, ...
b b ’2) 737 ) 7n) 7n+1)
III. (0, 2), (0,22), (0,222), (0,2222), ...
sinl sin2 sind sinn
1V. T3 g T,
3 25 —4 n 1
0, =, —, =, —, ... -1 —,...
V05273?4? 57 7(( )+n)7
A)l B) 2 C)3 D)4 E)5

Antalya M.O.- 1996

4. Her tgii de sifirdan farkh z(y — 2), y(z — x), z(x — y) sayilar bir geometrik dizi
olusturmaktadir. Dizi ¢arpani ¢ ise, ¢ asagidaki denklemlerden hangisini saglar?

A)g*+¢*-1=0 B)¢*—¢*+1=0 O)¢*+q—1=0
D)¢@®—q+1=0 E)¢@+q+1=0 Antalya M.O.- 1998

5. Reel sayilarin bir geometrik dizisinde ilk iki terimin toplami 7 ve ilk alti terimin
toplami da 91°dir. 1k dért terimin toplami kagtir?

A) 25 B) 28 C) 32 D) 35 E) 49
Antalya M.O.- 1999

6. Her n pozitif tamsayisi igin n’nin en bilyiik asal ¢arpamimi A(n) ile gosterelim.
a1 = 68 ve hern > 1igin a, 41 = a, + A(ay,) ile tanimlanan (a,,) dizisinin 19’uncu
terimi kactir?
A) 340 B) 371 C) 361 D)350 E)380
Antalya M.O.- 2000
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n2

(1,001)"’
A) 1001 B) 1999 C) 2000 D) 2001 E) 2002
Antalya M.O.- 2000

7. a, = (n=1,2,3,...) dizisinin en bilyiik terimi kaginc1 terimdir?

Ap—1

8 ay = 1lvehern > 1i¢ina, = bigiminde tanimlanan (a,,),

n?.-a,_1+1
n=0,1,2,3,... dizisi i¢in a1; nedir?
1 1 1 1 1
A)— B)— C)— D) — E)—
) 509 ) 505 ) 512 ) 507 ) 511
Antalya M.O.- 2001

9.1,2,...,999, 1000 sayilari verilsin. Bu sayilardan azalan aritmetik dizi olugturacak
sekilde kag tane say1 iigliisii segilebilir? (Ornegin, 3, 2, 1 ve 9, 6, 3 birer azalan
aritmetik dizidir.)

A) 245500  B) 2(°3°) C€)247500 D) £('%°)  E) 249500
Antalya M.O.- 2002

10. a; = 1 ve p bir asal say1 olmak {izere, her n > 2 igin a,, dizisi

Qp = Qn_1 + p" ' seklinde tammlansin. asgp3 — G1998 sayisinin bir tamkare olmasi
icin p ka¢ olmalidir?
A)2 B)3 )5 D)7 E) 11
Antalya M.O.- 2003

11. a;; = 0 ve a14 = 21 olmak lizere, A = (a1, a9, as, ..., Gy, ...) reel say1 dizisi
i¢in, A* dizisi;
AT = (G‘Q —a1,a3 —Aa2,04 — A3, ..., Ap41 — An, )
seklinde tanimlaniyor. (A*)" dizisinin tiim terimleri 1 ’e esitse, a; asagidakilerden
hangisidir?
A) =5 B) —2 C)0 D)3 E)7
Antalya M.O.- 2006

12.&1 :1, a2:a1+(1+2), a3:a2+(1+2+3),...,
ap = ap-1 + (1+2+---+n),.. olmak tizere, A = {a1,az,4as,...,a40,041}
kiimesini olugturalim. A kiimesinden, toplamlari ¢ift say1 olan iki eleman kag farkli
sekilde segilebilir?
A) 410 B) 430 C) 470 D) 490 E) 510
Antalya M.O.- 2007
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1
13. ay = 1vehern > liginapyy = — (14+2a1 +3a2+---+(n+1)ay,) ile
tanimlanan dizinin 2000’inci terimi asagidakilerden hangisidir?
A) 3. 21998 B) 3. 21999 C) 3. 21997 D) 3. 22000 E) 3. 22001
Antalya M.O.- 2000

14. a3 = 3vehern > 1igin apt2 = any1 — an bagmtist ile tanimlanmis bir
@1,02,...,0,,... dizisinin ilk 100 teriminin toplam1 100 ise, ilk 111 teriminin toplam
kagtir?
A) 100 B) 111 C) 136 D) 194 E) 222
Antalya M.O.- 2000

15. 1°den 99’a kadar (1 ve 99 dahil) tiim tek sayilar1 alalim. Bu sayilarin hepsinin
toplamia Aj, tiim ikiserli ¢arpimlar toplamina A,, tiim tigerli ¢arpimlar toplamina
As, ... , tim 49-arli ¢carpimlar toplamina Ay ve hepsinin ¢arpimina Asy diyelim.
(Ornegin, a, b, ¢, d sayilar igin ikiserli ¢arpimlar toplami ab + ac + ad + bc + bd +
cd’dir.) Buna gore, Asg — Agg + Agg — Ag7 + ... + Az — A; toplamu neye esittir?

A) —50! B) 50! C) -1 D)1 E) —249 49!
Antalya M.O.- 2002

16. x1 = 10/5 olmak iizere, (x,,) dizisi
Ty (Tpy1 — p) = 10
bagintisi ile tanimlansin. 1 teriminin tamdegeri asagidakilerden hangisidir?
A) 50 B) 55 C) 60 D) 65 E) 70
Antalya M.O.- 2008
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