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Bir noktanın, bir noktaya göre simetriği olan nokta

Rn uzayında bir A noktasının verilen bir P noktasına göre simetriği denilince, APA′ doğrusal
olmak üzere, |AP | = |PA′| olacak şekildeki A′ noktasıanlaşılır.

A ve P noktasıverilince, A′ noktasının koordinatlarınıbulabiliriz. A (x1, x2, ..., xn) ve
P (p1, p2, ..., pn) olmak üzere, −→

AP =
−→
PA′

vektörel eşitliği bize P noktasınıverir. Ya da, P noktası, A ve A′ noktalarının orta noktası
olduğundan,

A+ A′

2
= P

eşitliği kullanılarak da A′ noktasıbulunabilir.
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Örnek
A (1, 2) noktasının P (3, 4) noktasına göre simetriği olan noktanın koordinatlarını
bulunuz.

Çözüm
A′ (x , y) olsun.

A+ A′

2
= P ⇒ (1, 2) + (x , y)

2
= (3, 4)

eşitlĭginden, x = 5 ve y = 6 bulunur. A′ (5, 6) olur.

Örnek
A (1, 1, 2, 2) noktasının P (1, 2, 3, 4) noktasına göre simetriği olan noktanın
koordinatlarınıbulunuz.

Çözüm

A′ (x , y , z ,w) olsun.
−→
AP =

−→
PA′ ise, (0, 1, 1, 2) = (x − 1, y − 2, z − 3,w − 4) eşitlĭginden,

x = 1, y = 3, z = 4 ve w = 6 bulunur. O halde, A′ (1, 3, 4, 6) olur.
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Bir noktanın, bir doğruya göre simetriği olan nokta

A

Aı

d

H

Rn uzayında verilen bir d doğrusunun
doğrultu vektörü −→u ve A noktasının d doğrusuna göre simetriği
de A′ noktasıolsun. Doğruya göre simetrinin sağlanabilmesi

için,
−→
AA′ vektörü, doğrunun doğrultusuna dik olmalıve

A ile A′’nün orta noktasıdoğru üzerinde bulunmalıdır. Buna göre,
−→n =

−→
AA′ olmak üzere,

i) −→n ⊥ −→u ⇔< −→u ,−→n >= 0 1

ii) H =
A+ A′

2
eşitlikleri kullanılarak elde edilen denklemlerin çözümü, bize A′ noktasınıverir.
Bu yöntemin yanında, izdüşüm vektörü kullanılarak da simetri noktasıbulunabilir. Bununla
ilgili Teorem 7.3 ve Teorem 7.4 aşağıda verilmiştir.

1Düzlemde, iç çarpımıkullanmak yerine, d doğrusunun eğimiyle, AA′ doğrusunun eğiminin çarpımının −1
olmasıgerektiği kullanılabilir.
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Örnek
A (1, 2, 3) noktasının x = y = z doğrusuna göre simetriği olan noktanın koordinatlarını
bulunuz. (2013 - ÖABT)

Çözüm

Dŏgrunun dŏgrultmanı−→u = (1, 1, 1)’dir. A noktasının simetrĭgi olan noktayıda A′ (a, b, c) ile
gösterelim. Buna göre, −→n =

−→
AA′ = (a− 1, b− 2, c − 3) olur.

i)
〈−→u ,−→n 〉 = 0 eşitlĭginden, a+ b+ c = 6 olur.

ii) H =
A+ A′

2
=

(
a+ 1
2
,
b+ 2
2
,
c + 3
2

)
noktasıx = y = z dŏgru denklemini săglamalıdır.

a+ 1
2

=
b+ 2
2

=
c + 3
2

= k

diyelim. a = 2k − 1, b = 2k − 2 ve c = 2k − 3 eşitlikleri, a+ b+ c = 6 eşitlĭginde yazılırsa,
6k = 12 eşitlĭginden k = 2 olur ki, buradan A′ (3, 2, 1) elde edilir.
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Örnek
A (1, 2) noktasının y = 3x− 2 doğrusuna göre simetriği olan noktanın koordinatlarını
bulunuz.

Çözüm

Dŏgrunun dŏgrultusunun −→u = (1, 3) oldŭgu kolayca görülebilir. A′ (a, b) olsun.
−→n =

−→
AA′ = (a− 1, b− 2) olur. Buna göre,

i)
〈−→u ,−→n 〉 = 0 eşitlĭginden, a− 1+ 3b− 6 = 0⇒ a+ 3b = 7 olur.

ii) H =
A+ A′

2
=

(
a+ 1
2
,
b+ 2
2

)
noktasıy = 3x − 2 dŏgru denklemini săglamalıdır.

Buradan, b = 3a− 3 elde edilir. Sonuç olarak,

a+ 3b = 7 ve b = 3a− 3

eşitliklerinden a =
8
5
, b =

9
5
olur. Yani, A′ (8/5, 9/5)’tir.
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Problem

R3 uzayında A (1, 1, 1) noktasının
x − 1
2

= y = z dŏgrusuna göre simetrĭgi olan noktanın

koordinatlarınıbulunuz.
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Teorem
Herhangi bir A noktasının, dŏgrultusu −→u olan ve P noktasından geçen bir dŏgruya göre
simetrĭgi olan noktanın koordinatları

A′ = 2

〈−→
PA,−→u

〉
〈−→u ,−→u 〉 −→u + 2P − A

ile bulunur.

Kanıt.

A

Aı

d

H

P

Vektörlerde toplama işlemine

göre,
−→
PA′ =

−→
PH +

−→
HA′ =

−→
PH +

1
2

−→
AA′ şeklinde ifade edebiliriz.

−→
PH

vektörü,
−→
PA vektörünün, −→u vektörü üzerine dik izdüşümü olduğundan,

−→
PH =

〈−→
PA,−→u

〉
〈−→u ,−→u 〉 −→u

yazılabilir.
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Kanıt.
Böylece,

A′ − P =

〈−→
PA,−→u

〉
〈−→u ,−→u 〉 −→u + 12 (A′ − A) ,

A′ = 2

〈−→
PA,−→u

〉
〈−→u ,−→u 〉 −→u + 2P − A

elde edilir.
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Örnek
A (1, 2, 3) noktasının x = y = z doğrusuna göre simetriği olan noktanın koordinatlarını
bulunuz.

Çözüm
−→u = (1, 1, 1) , P (0, 0, 0) olduundan,

A′ = 2

〈−→
PA,−→u

〉
〈−→u ,−→u 〉 −→u + 2P − A

= 2
〈(1, 2, 3) , (1, 1, 1)〉
〈(1, 1, 1) , (1, 1, 1)〉 (1, 1, 1) + 2 (0, 0, 0)− (1, 2, 3)

= (3, 2, 1)

elde edilir.
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Örnek

R4 uzayında A (1, 1, 1, 3) noktasının

x− 1
2

= y = z =
w− 1
2

doğrusuna göre simetriği olan noktanın koordinatlarınıbulunuz.

Çözüm
−→u = (2, 1, 1, 2) , P (1, 0, 0, 1) olduundan,

A′ = 2
〈(0, 1, 1, 2) , (2, 1, 1, 2)〉
〈(2, 1, 1, 2) , (2, 1, 1, 2)〉 (2, 1, 1, 2) + 2 (1, 0, 0, 1)− (1, 1, 1, 3)

=

(
17
5
,
1
5
,
1
5
,
7
5

)
elde edilir.
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Problem

R4 uzayında A (1, 0, 1, 0) noktasının
x − 1
2

= y = z =
w − 1
2

dŏgrusuna göre simetrĭgi olan

noktanın koordinatlarınıbulunuz.
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Problem
A (1, 2) noktasının y = 3x − 2 dŏgrusuna göre simetrĭgi olan noktanın koordinatlarınıbulunuz.
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Düzlemde Bir Noktanın Bir Doğruya Göre Simetriği

Teorem
Düzlemde bir A (x0, y0) noktasının, ax + by + c = 0 dŏgrusuna göre, simetrĭgi :

A′ = (x0, y0)−
2 (ax0 + by0 + c)

a2 + b2
(a, b)

ile bulunur.

u=(b,­a)

n=(a,b)A

A/

ax+by+c=0

H
P
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Kanıt.
ax + by + c = 0 doğrusunun doğrultman vektörü : −→u = (b,−a) vektörüdür. Bu vektöre dik
olan vektörü −→n = (a, b) ile gösterelim. P noktası, ax + by + c = 0 doğrusu üzerinde bir
nokta olmak üzere,

−→
HA vektörü,

−→
PA vektörünün −→n vektörü üzerine dik izdüşüm vektörüdür.

Buna göre,
−→
HA =

〈−→
PA,−→n

〉
〈−→n ,−→n 〉 −→n yazılabilir.

−→
AA′ = 2

−→
AH olduğundan,

A′ − A = −2

〈−→
PA,−→n

〉
〈−→n ,−→n 〉 −→n ⇒ A′ = A− 2

〈−→
PA,−→n

〉
〈−→n ,−→n 〉 −→n

elde edilir. ax + by + c = 0 üzerindeki P noktası, P (x1, y1) olsun.−→
PA = (x0 − x1, y0 − y1) ve ax1 + by1 + c = 0 olduğundan,

A′ = (x0, y0)− 2
ax0 + by0 − (ax1 + by1)

a2 + b2
(a, b) = (x0, y0)−

2 (ax0 + by0 + c)
a2 + b2

(a, b)

bulunur.

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) SİMETRİ - YANSIMA M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 15 / 62



Örnek
A (1, 2) noktasının y = 3x− 2 doğrusuna göre simetriği olan noktanın koordinatlarını
bulunuz.

Çözüm
3x − y − 2 = 0 dŏgru denkleminde, a = 3 ve b = −1’dir. Buna göre,

A′ = (1, 2)− 2 (3 · 1− 2− 2)
10

(3,−1) =
(
8
5
,
9
5

)

elde edilir. Not : A′ = (x0, y0)−
2 (ax0 + by0 + c)

a2 + b2
(a, b)
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Örnek
Düzlemde herhangi bir A (x0, y0) noktasının, y = x doğrusuna göre simetriği olan
noktanın, A′ (y0, x0) olduğunu gösteriniz.

Çözüm
Teorem kullanılırsa,

A′ = (x0, y0)−
2 (x0 − y0)

2
(1,−1) = (y0, x0)

elde edilir.
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Problem
A (1, 1) noktasının, y = x + 2 dŏgrusuna göre simetrĭgi olan noktanın koordinatlarınıbulunuz.
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Problem
Düzlemde herhangi bir A (x0, y0) noktasının, y = mx + n dŏgrusuna göre simetrĭgi olan
noktanın, koordinatlarınıbulunuz.
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Örnek
A (t, t− 1) noktasının y = 2x+ 1 doğrusuna göre simetriği olan noktanın
koordinatlarınıbulunuz.

Çözüm
2x − y + 1 = 0 dŏgru denkleminde, a = 2 ve b = −1’dir. Buna göre,

A′ = (t, t − 1)− 2 (2 · t − (t − 1) + 1)
5

(2,−1) =
(
t − 8
5
,
7t − 1
5

)
elde edilir. Buradan, A noktasıaslında, y = x − 1 dŏgrusunu ifade etmektedir. A′ noktasıise,

t = 5x + 8 =
5y + 1
7
⇒ 7x − y + 11 = 0

dŏgrusunu ifade etmektedir. Bu soruda, aslında y = x − 1 dŏgrusunun, y = 2x + 1 dŏgrusuna
göre simetrĭgi bulunmuş oldu.
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Bir Doğrunun Bir Doğruya Göre Simetriği

Bir d doğrusunun, bir ` doğrusuna göre simetriği d ′ doğrusu olsun. d ′ doğrusunun
denklemini bulmak için, d doğrusu üzerindeki herhangi bir nokta parametrik olarak yazılır. Bu
noktanın, ` doğrusuna göre simetriği bulunarak, d ′ doğrusu üzerindeki bu noktayıifade eden
doğru, parametre yok edilerek bulunur. Ayrıca, bir doğrunun simetriği olan bir doğru için,
aşağıdakilere de dikkat ediniz.

1. d doğrusu, ` doğrusu ile bir K noktasında kesişiyorsa, d ′ doğrusu da bu kesişme
noktasından geçmesi gerekir.

2. d doğrusu üzerindeki, herhangi bir P noktasının, ` doğrusuna göre simetriği P ′ noktası
ise, P ′ noktasıda d ′ doğrusunun denklemini sağlamalıdır.

3. ` doğrusu, d ve d ′ doğrusunun açıortay doğrusudur.
4. Düzlemde, d ′ doğrusunun denklemi : d + k` = 0 doğru ailelerinin içinden bir doğrudur.

d

l

dı
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Örnek
y = 2x− 1 doğrusunun, y = x+ 1 doğrusuna göre simetriğini bulunuz.

Çözüm
y = 2x − 1 dŏgrusu üzerindeki bir nokta, parametrik olarak A (t, 2t − 1) şeklinde yazılabilir.
Şimdi, A′ (a, b) noktasının koordinatlarınıbulalım. y = x + 1 dŏgrusunun dŏgrultmanı
−→u = (1, 1) oldŭgundan,
i)
−→
AA′ ⊥ (1, 1)⇔ (a− t, b− 2t + 1) ⊥ (1, 1)⇔ a+ b = 3t − 1 (∗)

olacaktır. Dĭger yandan, (A+ A′) /2 noktası, y = x + 1 dŏgrusu üzerinde olacăgından,

ii)
b+ 2t − 1

2
=
a+ t
2

+ 1⇒ a− b = t − 3 (∗∗)
olacaktır. Buna göre, (∗) ve (∗∗) eşitliklerinden, a = 2t − 2 ve b = t + 1 elde edilir. A′
noktasının parametrik koordinatınıx = 2t − 2, y = t + 1 bulduk. Bu iki denkleme göre
dŏgrunun denklemi : t = (x + 2) /2 = y − 1 veya x − 2y + 4 = 0 şeklinde buluruz.
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Örnek

Uzayda
x− 1
2

= y = z doğrusunun, x− 1 = y
2
=
z
2
doğrusuna göre simetriğini bulunuz.

Çözüm
x − 1
2

= y = z dŏgrusu üzerindeki bir noktayıparametrik olarak, A (2t + 1, t, t) şeklinde

yazabiliriz. Bu noktanın, x − 1 = y
2
=
z
2
dŏgrusuna göre simetrĭgini parametrik olarak

bulacăgız. −→u = (1, 2, 2)’dir. Simetrik nokta A′ (a, b, c) olmak üzere,
i)
−→
AA′ ⊥ (1, 2, 2)⇔ (a− 2t − 1, b− t, c − t) ⊥ (1, 2, 2)⇔ a+ 2b+ 2c = 6t + 1 (∗)

olacaktır. Dĭger yandan,
A+ A′

2
noktası, x − 1 = y

2
=
z
2
dŏgrusu üzerinde olacăgından,

ii)
a+ 2t + 1

2
− 1 = b+ t

4
=
c + t
4

= k (∗∗)
olacaktır. (∗) ve (∗∗) eşitliklerinden,
2 (k + 1)− 2t − 1+ 2 (4k − t) + 2 (4k − t) = 6t + 1⇒ k = 2t/3 olur. Yani,

A′
(
3− 2t
3

,
5t
3
,
5t
3

)
olur ki, simetri dŏgrusunun denklemi :

3− 3x
2

=
3y
5
=
3z
5
bulunur.
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Düzlemde Bir Doğrunun Bir Doğruya Göre Simetriği

Teorem
Düzlemde, d1 : a1x + b1y + c1 = 0 dŏgrusunun, ` : a2x + b2y + c2 = 0 dŏgrusuna göre
simetrĭgi,

a1x + b1y + c1 = 2
(a1a2 + b1b2)
a22 + b

2
2

(a2x + b2y + c2)

dŏgrusudur.

d1:a1x+b1y+c1=0

l :a2x+b2y+c2=0

d2K

A

A/
α
α
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Kanıt.
Simetri doğrusu, a1x + b1y + c1 = 0 ve a2x + b2y + c2 = 0 doğrularının arakesitinden geçen,
(a1x + b1y + c1) + k (a2x + b2y + c2) = 0 formunda bir doğrudur. Bu doğrunun eğiminin,

m2 = −
a1 + a2k
b1 + b2k

(*)

olduğunu biliyoruz. Diğer taraftan, simetri doğrusu açıortay doğrusu olduğundan,

tan α =
m1 −m`
1+m1m`

=

−a1
b1

+
a2
b2

1+
a1a2
b1b2

=
a2b1 − a1b2
b1b2 + a1a2

,

tan α =
m` −m2
1+m2m`

=

−a2
b2
−m2

1−m2
a2
b2

=
−a2 −m2b2
b2 −m2a2

açılarının eşitliğinden,
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Kanıt.
a2b1 − a1b2
b1b2 + a1a2

=
−a2 −m2b2
b2 −m2a2

olur ki, buradan,

m2 =
a1a22 − a1b22 + 2a2b1b2
a22b1 − 2a1a2b2 − b1b22

elde edilir. Buradan, (∗) eşitliği gözönüne alınırsa,

−a1 − a2k
b1 + b2k

=
a1a22 − a1b22 + 2a2b1b2
a22b1 − 2a1a2b2 − b1b22

eşitliğinden,

k =
−2 (a1a2 + b1b2)

(a22 + b
2
2)

bulunur.
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Örnek
3x+ 2y = 5 doğrusunun y− x = 2 doğrusuna göre simetriğinin denklemini bulunuz.
(ÖABT 2016)

Çözüm
1. Yol. 3x + 2y − 5 = 0 ve x − y + 2 = 0 dŏgrularına göre, a1 = 3, b1 = 2, a2 = 1 ve
b2 = −1’dir. O halde,

(a1x + b1y + c1) = 2
(a1a2 + b1b2)
a22 + b

2
2

(a2x + b2y + c2)

formülü kullanılırsa,

3x + 2y − 5 = 2 · 3− 2
1+ 1

· (x − y + 2) = x − y + 2

eşitlĭginden, simetri dŏgrusu : 2x + 3y − 7 = 0 elde edilir.
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Çözüm
2. Yol. Simetri dŏgrusunun denklemi :

(3x + 2y − 5) + k (y − x − 2) = 0 (*)

formundadır. k’yıbulmak için, simetri dŏgrusu üzerinde, kesişim noktasından farklıbir nokta
bulmak yeterlidir. 3x + 2y = 5 dŏgrusu üzerindeki bir nokta alalım. Kolaylık için, P (1, 1)
noktasıalınabilir. Bu noktanın y = x + 2 dŏgrusuna göre simetrĭgi olan P ′ (a, b) noktasını
bulalım.

i)
(1, 1) + (a, b)

2
=

(
a+ 1
2
,
b+ 1
2

)
noktası, y = x + 2 denklemini săglar. Buradan,

b− a = 4 elde edilir.
ii)
−→
PP ′ vektörü, y = x + 2 dŏgrusuna dik olmalıdır. −→u = (1, 1) oldŭgundan,

−→
PP ′ ⊥ −→u ⇔ (a− 1) + (b− 1) = 0⇒ a+ b = 2

olacaktır. Bu iki denklemden, b = 3 ve a = −1, yani P (−1, 3) bulunur. Bu nokta (∗)
eşitlĭgini săglamalıdır. Buna göre, (−3+ 6− 5) + k (3+ 1− 2) = 0 eşitlĭginden, k = 1 ve
(3x + 2y − 5) + (y − x − 2) = 2x + 3y − 7 = 0 elde edilir.
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Çözüm

3. Yol. Dŏgrunun parametrik denklemi x = 2t ve y = −3t + 5
2
alınabilir. Bu noktanın,

simetrĭgini

A′ = (x0, y0)−
2 (ax0 + by0 + c)

a2 + b2
(a, b)

eşitlĭginden,

A′ =
(
2t,−3t + 5

2

)
− 2 (2t − (−3t + 5/2) + +2)

2
(1,−1)

=

(
1
2
− 3t, 2t + 2

)

bulunur. Buradan, t =
x − 1/2
−3 =

y − 2
2

eşitlĭginden, 2x + 3y − 7 = 0 dŏgrusu elde edilir.
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Problem
x + 2y = 1 dŏgrusunun x + y = 1 dŏgrusuna göre simetrĭgi olan dŏgrunun denklemini
bulunuz.
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Bir Noktanın Bir Düzleme Göre Simetriği

A

ω
Aı

H

ur
N
r

Bir A noktasının bir ω düzlemine göre simetriği denilince, iki koşul sağlanmalıdır.

1.
A+ A′

2
= H noktasıdüzlem denklemini sağlamalıdır.

2.
−→
AA′ //

−→
N paralelliği vardır.

−→
AA′ vektörü düzleme dik olmalıdır. Yani,

−→
AA′ = λ

−→
N

sağlanmalıdır.
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Örnek
A (1, 2, 3) noktasının x+ y+ z = 0 düzlemine göre simetriği olan noktanın
koordinatlarınıbulunuz. (2013 ÖABT)

Çözüm
A′ (a, b, c) oldŭgunu kabul edelim.

i) H =
A+ A′

2
=

(
a+ 1
2
,
b+ 2
2
,
c + 3
2

)
noktasıx + y + z = 0 denklemini săglar. O halde,

a+ 1
2

+
b+ 2
2

+
c + 3
2

= 0⇒ a+ b+ c = −6

olur.
ii)
−→
AA′ //

−→
N olmalıdır. Buna göre,

−→
N = (1, 1, 1) oldŭgundan,

a− 1
1

=
b− 2
1

=
c − 3
1

= k

olmalıdır. Buna göre, (k + 1) + (k + 2) + (k + 3) = −6 eşitlĭginden, k = −4 olur. Buna
göre, A′ (−3,−2,−1) bulunur.
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Örnek
A (1, 2, 3) noktasının x+ y+ z = 5 düzlemine göre simetriği olan noktanın
koordinatlarınıbulunuz.

Çözüm
A’nın simetrĭgi olan noktanın koordinatlarıA′ (a, b, c) olsun.

i)
A+ A′

2
düzlem denklemini săglar.

a+ 1
2

+
b+ 2
2

+
c + 3
2

= 5 ise a+ b+ c = 4 olur.

ii)
−→
AA′ //

−→
N = (1, 1, 1) ise

a− 1
1

=
b− 2
1

=
c − 3
1

= k olur. Buradan,

(k + 1) + (k + 2) + (k + 3) = 4⇒ k = −2/3⇒ A′
(
1
3
,
4
3
,
7
3

)
bulunur.
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Teorem

Bir A noktasının, normali
−→
N olan ve P noktasından geçen bir ω düzlemine göre simetrĭgi olan

noktanın koordinatları

A′ = A+ 2

〈−→
AP,
−→
N
〉

〈−→
N ,
−→
N
〉 −→N

ile bulunur.
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Kanıt.
Vektörlerde toplama işlemine göre,

−→
PA′ =

−→
PA+

−→
AA′ =

−→
PA+ 2

−→
AH

şeklinde ifade edebiliriz.
−→
AH vektörü,−→

AP vektörünün,
−→
N vektörü üzerine dik izdüşümü

olduğundan,
−→
AH =

〈−→
AP,
−→
N
〉

〈−→
N ,
−→
N
〉 −→N yazılabilir. Buradan,

A′ − P = A− P + 2

〈−→
AP,
−→
N
〉

〈−→
N ,
−→
N
〉 −→N ⇒ A′ = A+ 2

〈−→
AP,
−→
N
〉

〈−→
N ,
−→
N
〉 −→N

elde edilir.
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Örnek
A (1, 2, 3) noktasının x+ y+ z = 5 düzlemine göre simetriği olan noktanın
koordinatlarınıbulunuz.

Çözüm

Düzlemin normali
−→
N = (1, 1, 1) vektörüdür. Düzlem üzerindeki bir nokta P (1, 2, 2) alınabilir.

Buna göre,
−→
AP = (0, 0,−1) oldŭgundan,

A′ = A+ 2

〈−→
AP,
−→
N
〉

〈−→
N ,
−→
N
〉 −→N = (1, 2, 3) + 2

〈(0, 0,−1) , (1, 1, 1)〉
〈(1, 1, 1) , (1, 1, 1)〉 (1, 1, 1) =

(
1
3
,
4
3
,
7
3

)

bulunur.
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Problem
A (1, 2, 3) noktasının x + 2y − z = 5 düzlemine göre simetrĭgi olan noktanın koordinatlarını
bulunuz.
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Problem
A (1, 2, 3) noktasının x + 3y + 2z = 5 düzlemine göre simetrĭgi olan noktanın koordinatlarını
bulunuz.
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Bir Doğrunun Bir Düzleme Göre Simetriği

Örnek

Uzayda
x− 1
2

= y = z doğrusunun, x+ z = 1 düzlemine göre simetriğini bulunuz.

Çözüm
Dŏgru üzerindeki herhangi bir noktayıparametrik olarak, A (2t + 1, t, t) biçiminde yazabiliriz.
Şimdi, A′ simetri noktasınıbelirleyelim. Klasik yolla belirleyebiliriz. Fakat, Teorem 7.6’yı
kullanalım.

−→
N = (1, 0, 1) ve P (1, 0, 0) alalım.

−→
AP = (−2t,−t,−t) oldŭgundan,

A′ = A+ 2

〈−→
AP,
−→
N
〉

〈−→
N ,
−→
N
〉 −→N = (2t + 1, t, t) + 2

−3t
2
(1, 0, 1) = (1− t, t,−2t)

elde edilir. O halde simetri dŏgrusu : t = 1− x = y = z
−2 olarak bulunur.
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Problem

Uzayda
x
2
= y = z dŏgrusunun, x + y + z = 0 düzlemine göre simetrĭgini bulunuz.
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Problem

Uzayda
x − 1
2

= y = z dŏgrusunun, xoy düzlemine göre simetrĭgini bulunuz.
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Çözümlü Problemler

Problem
A (1, 2, 3) noktasının x+ y+ z = 5 düzlemine göre simetriği olan noktanın
koordinatlarınıbulunuz.

Çözüm

P noktası, A noktasının düzleme göre simetrĭg ise,
A+ P
2

düzlem denklemini săglar.

a+ 1+ b+ 2+ c + 3
2

= 5⇒ a+ b+ c = 4 (*)

−→
AP ‖ −→N = (1, 1, 1) eşitlĭginden,

a− 1
1

=
b− 2
1

=
c − 3
1

= λ olmalıdır. (∗) eşitlĭginde yerine
yazılırsa,

λ+ 1+ λ+ 2+ λ+ 3 = 4⇒ λ =
−2
3

olur ve P (a, b, c) = P (1/3, 4/3, 7/3) elde edilir.
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Problem

(x− 1)2+ (y− 2)2 = 4 çemberinin, y = 2x− 1 doğrusuna göre simetriği nedir?

Çözüm

Çemberin merkezinin, yani M (1, 2) noktasının simetrĭgini bulmak yeterlidir. −→u = (1, 2) dir.
M ′ (a, b) olsun.

−−→
MM ′ = (a− 1, b− 2) olur. Buna göre,

i)
〈−→u ,−−→MM ′〉 = 0 eşitlĭginden, a− 1+ 2b− 4 = 0⇒ a+ 2b = 5 olur.

ii) H =
M +M ′

2
=

(
a+ 1
2
,
b+ 2
2

)
ise b+ 2 = 2 (a+ 1)− 2⇒ b− 2a = −2 olur.

Buradan, 5b = 8⇒ b = 8/5 ve a = 9/5 olacăgından, simetri çemberi,(
x − 9

5

)2
+

(
y − 8

5

)2
= 4

bulunur.
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Problem

A (1, 2, 3) noktası,
x
2
= y, z = 1 doğrusu üzerindeki hangi noktaya en yakındır?

Çözüm

İstenen nokta dŏgru üzerinde oldŭgundan,
x
2
= y = λ, z = 1 ise, en yakın noktanın

koordinatlarıH (2λ,λ, 1) formundadır.
−→
AH = (2λ− 1,λ− 2, 1− 3) vektörü −→u = (2, 1, 0)

dŏgrultmanına dik oldŭgundan,

2 (2λ− 1) + (λ− 2) = 0

eşitlĭginden λ = 4/5 olur. Buradan, en yakın nokta

H
(
8
5
,
4
5
, 1
)

elde edilir.
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Problem

R4 uzayında A (1, 1, 1, 3) noktasının
x− 1
2

= y = z =
w− 1
2

doğrusuna göre simetriği
olan noktanın koordinatlarınıbulunuz.

Çözüm

Dŏgrunun dŏgrultmanı−→u = (2, 1, 1, 2)’dir. A noktasının simetrĭgi olan nokta A′ (a, b, c, d)
ise,

−→n =
−→
AA′ = (a− 1, b− 1, c − 1, d − 3)

olur. Buna göre
i)

〈−→u ,−→n 〉 = 0 ise 2a+ b+ c + 2d = 10

olur.
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Çözüm

ii) H =
A+ A′

2
=

(
a+ 1
2
,
b+ 1
2
,
c + 1
2
,
d + 3
2

)
noktasıdŏgrunun üzerinde olmalı. Buradan,

a+ 1
2
− 1

2
=
b+ 1
2

=
c + 1
2

=

d + 3
2
− 1

2
= λ

diyelim.
a = 4λ+ 1, b = c = 2λ− 1 ve d = 4λ− 1

olur. Bu eşitlikleri, 2a+ b+ c + 2d = 10 denkleminde yazarsak, 20λ = 12 ve λ = 3/5 olur.
Buna göre A′ noktası:

A′
(
17
5
,
1
5
,
1
5
,
7
5

)
elde edilir.
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Problem

R4 uzayında A (1, 1, 1, 1) noktasının
x − 1
2

= y = z =
w − 1
2

dŏgrusuna göre simetrĭgi olan

noktanın koordinatlarınıbulunuz.

Analitik Geometri ve Çözümlü Problemler (4.Baskı) SİMETRİ - YANSIMA M.Özdemir, Altın Nokta Yayınevi, 2020 47 / 62



Problem
x = y, z = 1 doğrusunun, x+ y+ z = 1 düzlemine göre simetriği nedir?

Çözüm
Dŏgru üzerindeki herhangi bir noktayıparametrik olarak, A (t, t, 1) biçiminde yazabiliriz.
Şimdi, A′ (a, b, c) simetri noktasınıbelirleyelim.

i)
A+ A′

2
düzlem denklemini săglar.

a+ t + b+ t + c + 1
2

= 1⇒ a+ b+ c = 1− 2t

ii)
−→
N ‖
−→
AA′ ve

−→
N = (1, 1, 1) oldŭgundan,

a− t
1

=
b− t
1

=
c − 1
1

= λ olmalıdır. Buna göre,

(λ+ t) + (λ+ t) + (λ+ 1) = 1− 2t ⇒ λ = −4t/3 bulunur. O halde,
A′ (−t/3,−t/3, (3− 4t) /3) elde edilir. Yani, simetri dŏgrusu :

t = −3x = −3y = 3z − 3
−4 veya x = y =

z − 1
4
elde edilir.
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Problem

(x− 1)2+y2+ (z− 2)2 = 4 küresinin yoz düzlemine göre simetriği nedir?

Çözüm
Kürenin merkezi, M (1, 0, 2)’dir ve yoz düzlemine göre simetrĭgi :

M ′ (−1, 0, 2)

oldŭgundan, kürenin simetrĭgi : (x + 1)2 + y2 + (z − 2)2 = 4 olur.
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Problem

x = y = z doğrusunun, x =
y
2
=
z
3
doğrusuna göre simetriği nedir?

Çözüm
Dŏgru üzerindeki herhangi bir nokta A (t, t, t)’dır. Simetri noktasıA′ (x , y , z) olmak üzere,
AA′ ⊥ −→u = (1, 2, 3) olmasıgerektĭginden,

(x − t) + 2 (y − t) + 3 (z − t) = x + 2y + 3z = 6t (*)

elde edilir. Dĭger yandan,
A+ A′

2
noktasıx =

y
2
=
z
3
denklemini săglamalıdır. Yani,

x + t
2

=
y + t
4

=
z + t
6

= k

eşitlĭginden, (∗) gözönüne alınırsa, (2k − t) + 2 (4k − t) + 3 (6k − t) = 6t ise k = 3
7
t

bulunur. Buradan, x = −1
7
t, y =

5
7
t, z =

11
7
t olacăgından, simetri dŏgrusu

t =
x
−1/7

=
y
5/7

=
z

11/7
veya x =

y
−5 =

z
11

olur.
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Problem
Düzlemde denklemleri k : y = 2x+ 4 ve d : y = x olan doğrular veriliyor. k doğrusunun
d doğrusuna göre simetriği olan doğrunun denklemini bulunuz. (ÖABT İÖ - 2013)

Çözüm
2x − y + 4 = 0 ve x − y = 0 dŏgrularına göre,

a1 = 2, b1 = −1, a2 = 1 ve b2 = −1

olacaktır. O halde,

(a1x + b1y + c1) = 2
(a1a2 + b1b2)
a22 + b

2
2

(a2x + b2y + c2)

formülü kullanılırsa,

(2x − y + 4) = 2 · 2+ 1
1+ 1

· (x − y) = 3x − 3y

eşitlĭginden, simetri dŏgrusu : −x + 2y + 4 = 0 elde edilir.
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BÖLÜM TESTİ - İZDÜŞÜM -SİMETRİ

SORU
x − 1
2

= y =
z − 1
2

doğrusu üzerindeki hangi nokta, dı̧sındaki A (1, 1, 1) noktasına en yakın

noktadır?

A)
(
9
7
,
1
7
,
9
7

)
B)
(
11
9
,
1
9
,
11
9

)
C)
(
10
9
,
1
18
,
10
9

)
D)
(
7
9
,
2
9
,
7
9

)
E)
(
2
7
,
2
7
, 3
)
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SORU
x + y + 2z = 5 düzleminin, A (1, 1, 1) noktasına en yakın olduğu koordinatlarıbulunuz.

A)
(
7
6
,
7
6
,
4
3

)
B)
(
1
6
,
1
6
,
4
3

)
C)
(
19
14
,
19
14
,
1
7

)
D)
(
1
3
,
1
3
,
7
6

)
E) (2, 0, 1)
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SORU

A (1, 1, 1) noktasının
x
2
= y =

z
2
doğrusuna göre simetriği olan noktanın koordinatlarını

bulunuz.

A)
(
11
9
,
1
9
,
11
9

)
B)
(
2
7
,
2
7
, 3
)

C)
(
7
9
,
2
9
,
7
9

)
D)
(
10
9
,
1
18
,
10
9

)
E)
(
13
9
,
6
9
,
13
9

)
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SORU
A (1, 1, 1) noktasının x + 3y + 2z = 5 düzlemine göre simetriği olan noktanın koordinatlarını
bulunuz.

A)
(
6
7
,
3
7
,
5
7

)
B)
(
2
7
,
4
7
,
2
7

)
C)
(
1
7
,
1
7
,
5
7

)
D)
(
7
9
,
2
9
,
7
9

)
E)
(
6
7
,
4
7
,
5
7

)
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SORU
Uzayda A (−2, 3, 3) noktasının xy düzlemine göre simetriği B noktasıve B noktasının orjine
göre simetriği C noktasıolarak belirleniyor. C noktasının koordinatlarıaşağıdakilerden
hangisidir? (ÖABT İÖ - 2013)
A) (2,−3, 3) B) (−2,−3, 3) C) (2, 3,−3) D) (−2,−3,−3) E) (2, 3, 3)
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SORU
Uzayda A (1, 2, 3) noktasının, x = y = z doğrusuna göre simetriği olan noktanın koordinatları
aşağıdakilerden hangisidir? (ÖABT - 2013)
A) (3, 2, 1) B) (1, 2, 4) C) (3, 5, 2) D) (2, 4, 3) E) (5, 4, 3)
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SORU
x + 2y = 1 doğrusunun x + y = 1 doğrusuna göre simetriği olan doğrunun denklemi
aşağıdakilerden hangisidir? (ÖABT - 2014)
A) y = 2+ 2x B) y = 2− 2x C) y = 1− 2x D) y = 2x + 1 E) y = 2x − 1
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SORU
Uzayda, A (1, 2, 0) noktasıve x + y = 2 düzlemi veriliyor. A noktasının bu düzleme göre
simetriği olan noktanın orjine uzaklı̆gıkaç birimdir? (ÖABT - 2015)
A) 1 B) 2 C) 3 D) E)

√
3
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SORU
Düzlemde, x − y = 1 doğrusuna göre yansımayıveren dönüşüm aşağıdakilerden hangisidir?
A) x ′ = 2x + y + 1, y ′ = x − 1 B) x ′ = 2x − y + 1, y ′ = −x + 1
C) x ′ = −2x + y − 1, y ′ = x − 1 D) x ′ = 2x + y − 1, y ′ = −x + 1
E) x ′ = y + 1, y ′ = x − 1
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SORU
y = x2 − 1 eğrisinin x + y = 1 doğrusuna göre simetriği hangisidir?
A) x = −y2 + 2y + 1 B) x = −y2 − 2y + 1 C) x = −y2 + 2y − 1
D) x = y2 + 2y + 1 E) x = y2 − 2y − 1
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SORU
x − 1
2

= y , z + 2 = 0 doğrusunun x + y − 2z = 8 düzlemi üzerindeki dik izdüşüm doğrusu,

aşağıdaki vektörlerden hangisine paraleldir?
A) (3,−2,−4) B) (4, 2,−1) C) (1, 3,−5) D) (3, 1, 2) E) (4,−2, 3)
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