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Yonlii Dogru Parcasi ve Vektor

Tanim

Uc noktalarindan birisi baslangic, digeri bitis noktasi olarak secilen dogru parcasina yonlii
dogru parcasi denir. Baslangic noktasi A ve bitis noktasi B olan yonlii dogru pargasini /ﬁ ile
gosteririz. Bu yonlii dogru pargasinin uzunlugunu da |AB)| ile gosteririz. Bir yonlii dogru
parcasinin tizerinde bulundugu dogruya o yonlii dogru parcasinin tasiyicisi denir.

Tanim

Vektor en basit tanimiyla, dogrultulari, yonleri ve uzunluklar ayni
olan, yonlii dogru parcalarini temsil eden bir yonlii dogru parcasina verilen isimdir. /

Teorik Matematikte bir vektor uzayinin her elemanina bir vektor denir. Bu tanimi daha
iyi anlayabilmek icin, vektdr uzayr tanimina ihtiyacimiz var. Bu tanimi Lineer Cebir dersine
birakiyoruz. Kisaca ifade edersek, bu tanima goére bir matrise, hatta bir fonksiyona dahi bir
vektor olarak bakilabilir. Bu kitapta, biz bu tanimi kullanmayacagiz.
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Sifir Vektorii - Vektoriin Normu

Baslangic ve bitis noktasi ayni olan yonlii dogru parcgalarinin denklik sinifina sifir vektorii denir
— — =

ve 0 ile gosterilir. Vektorler, AB, CD seklinde baslangic ve bitis noktasini belirtilerek veya

kisaca 7, 7, w seklinde harflerle gosterilir.

Bir AB yonlii dogru parcasml temsil eden vektér u ise, U’ vektériiniin uzunlugu H u H ile
gosterilir ve bu uzunluga u” vektdriiniin normu denilir. Vektorlerde uzunluk ||...|| simgesiyle
gosterilir.
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Iki Vektoriin Toplanmasi

Tanim

i) iki vektoriin toplanma5| : ki AB ve CD vektoru verilsin. CD ye es olan baslangic noktasi
B olan bir vektor BE ise, AE vektoriine AB ve CD vektorlerinin toplami denir.

B
B E
C D _ i
t - AB + BE = AE
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ki Vektoriin Toplanmasi (Paralelkenar Yéntemi)

Tanim

— —

Verilen iki AB ve CD vektdriinii, paralelkenar yontemi olarak adlandirdigimiz asagidaki
— =

yontemle de toplayabiliriz. Bunun icin, sabit bir O noktasi alip, AB ve CD vektérlerine es

olacak sekilde, baslangic noktalari O olan vektérler cizeriz. Bu iki vektorii, paralelkenara

— —
tamamlayarak, O noktasindan gecen kdsegen vektérii cizererek, AB ve CD vektorlerinin
toplamini buluruz. Bu yonteme, paralelkenar yontemi denir.

B

L = .
+ C D OK-= OE +OF
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iki Vektoriin Farki

Tanim

. — — — — —
ii) Iki vektoriin farki : AB ve CD vektérleri verilmis olsun. AB 4 (—CD) vektériine AB ve
—

CD vektorlerinin farki denir.

B B EZEB
/ C—_’D/I'-c o=
A A

e A
AB- CD=AB+DC=AB+BE=AE

iki vektoriin farki kisaca,

biciminde ifade edilebilir.
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(2

Vektorlerde birlesme 6zelliginin varhgini cizerek goriiniiz.

)+7Z =X+ (Y + Z) oldugu cizerek gorelim.
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Asagidaki sekilde 7 vektoriin arasinda bir islem verilmistir. Bu vektorler arasinda nasil
bir iliski vardir?

Wi A e
X/ \
DN 7 i
V\.
N

Sekilden vektéorlerin yonleri de dikkate alinarak,

X+y-Uu4+wW-—Z+7F—Vv =0
yazilabilir. Buna gére, X +y + W +¥=u + Z + Vv yazlabilir.
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Bir vektoriin bir reel sayi ile carpilmasi

U bir vektdr ve k € R olsun. ku’ vektorii, tasiyicisi u vektorii ile ayni olan, yonii ise k 'nin

isaretine gére u’ ile ayni veya zit yonde olan bir vektor belirtir. k u” vektoriiniin uzunlugu da
—

|k| H?H degerine esittir. Bir AB vektorii icin,

—

- — — — — —
0-AB =10, 1-AB=AB ve (-1)-AB = —AB = BA

seklindedir. Yani, herhangi bir X vektoriiniin ters vektorii, — X vektoriidiir.
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Vektorlerde Toplama ve Skalerle Carpmanin Ozellikleri

Vektorlerde toplama isleminin asagidaki 6zellikleri vardir.
i) Kapalilik 6zelligi vardir. (Iki vektériin toplami da bir vektordiir.)
ii) Degisme ozelligi vardir. X +y =7y + X.
iii) Birlesme ozelligi vardir. (X +y)+Z =X+ (Y + 7).
iv) 0 vektorii etkisiz elemandir. X +0 =0+ X = X.
v) Her X vektériiniin tersi vardir ve tersi — X vektoriidiir.
Bu islemlere gore, vektorler kiimesi toplama islemine goére bir degismeli grup olustururlar.
Skalerle Carmanin Ozellikleri
X bir vektér ve k, m € R olsun.
i) kX bir vektordiir. (Kapalilik)
i) k(X +7Y)=kxX +kYy
i) (k+m) X =kX + mx
iv) k(mX) = (km) X
v)1-X =X vek-0=0.
Vektor uzayi denilince, vektérlerde toplama ve skalerle carpma islemlerinin tanimlandigi ve
yukarida verilen beser 6zelligi saglayan bir uzay kabul edilir.
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—

B'r ABC iicgeninde, AC = ', AB = V ve 5 |BD| = 4 |DC| ise AD vektériinii U’ ve
Vv cisinden bulunuz.

Coziim
= = s e
BD = 4% ve DC = 5x" diyelim.
—_— = — — = — A
AB+BD =AD ve AC+CD=AD
esitliklerinden,
V £ 4% = AD B D c
W 5% = AD
H 5_.
olur ki, buradan AD = 9 v + 9 W bulunur.
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—

—> . PTO LT
BD| =2 |DE| =2 |[EC|, AD = X ve AE = Yy’ ise BC vektoriinii
— — . .
x ve y cinsinden bulunuz.

Bir ABC iicgeninde,

Coziim

—)
A

_|_

><l

esitliginden, BC =4 (7) ) bulunur.

Problem

=X = — .
Blr ABC ticgeninde, CA = u, BA= V', 5|BD| =4 |[DC| ve 3|BE| = 2 |[EC]| ise

—

u

AD + BE vektoriinii ve 7 cisinden bulunuz.

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) VEKTORLER ve GEOMETRIK UYGULAMALARI M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 12 / 55



Dik Koordinat Sistemi

Diizlemde dik koordinat sistemi, yatay dogruya x-ekseni ve diisey dogruya da y-ekseni
denilen iki dik dogrudan olusur. Bu kesisen iki dik dogrunun kesisme noktasina orjin denir ve
O ile gosterilir.

Orneé’;in, x2 +y2 = 4 denklemi, dik koordinat sisteminde yaricapi 2 olan ve merkezi (0, 0) olan
bir cemberi ifade eder. Yani, x2 +y2 = 4 denklemi, dik koordinat sistemiyle anlam kazanir.
Bir geometrik seklin denklemi, kartezyen koordinat sistemi kullanilarak yazilmis ise, bu
denkleme bu sekilin kartezyen denklemi denir. Ornegin, x*> + y? = 4, (0,0) merkezli, 2
yaricapli cemberin kartezyen denklemidir.

Yof----- * P(xo,Yo)

Xo
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Dik koordinat sistemi, yani kartezyen koordinat sistemi, Descartes tarafindan 1637 yilinda
gelistirilmistir. Kartezyen koordinat sisteminde x — eksenine apsis, ve y — eksenine ise ordinat
denir. Bu eksenler say1 dogrusu gibi diistiniilerek herhangi bir noktanin koordinatlari bulunur.
Diizlemdeki bir P noktasinin koordinati, P'den gecen ve bu eksenlere paralel olan dogrularin,
x — eksenini ve y — eksenini kestigi noktalara karsilik gelen sayilar sirasiyla xg ve yp olmak
iizere, P = (xo, yo) ikilisiyle gosterilir.

yz diizlemi

xy dizlemi

Uzayda dik koordinat sistemi icin ise, {ic boyutlu uzayda birbirine dik olan ii¢ dogru
alalim. Bu dogrularin herbirini yine sayi dogrusu gibi diisiinerek bir koordinat sistemi elde
ederiz. Bu yonlii dogrulara x, y, z eksenleri denilir. x ve y eksenlerinin bulundugu diizleme
xoy — diizlemi, x ve z eksenlerinin bulundugu diizleme xoz — diizlemi ve z ve y eksenlerinin
bulundugu diizleme yoz — diizlemi denir. Bu diizlemlere koordinat diizlemleri denilir. Genel
olarak, ii¢ boyutta dik koordinat sistemini sekildeki gibi gosteririz
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Uzayda verilen bir P noktasinin koordinatlarini bulmak i¢in, bu noktadan eksenlere paralel
dogrular ve bu paralel dogrularin koordinat diizlemlerini kestigi noktalardan da eksenlere
dikmeler ¢izeriz. Bu dikmelerin belirttigi degerler sirayla xg, yo ve zp olmak tizere, P noktasinin
koordinatlari, (xo,yo,zo) seklinde ifade edilir. Buna gore, ii¢ boyutlu uzayin noktalari ile,

RE=RxRxR={(x,y,2z): x,y,z€ R}

kiimesinin elemanlari arasinda birebir, drten bir esleme kurulmus olur.
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A(1,2),B(2,3),C(1,2,3), D(1,2,—3) noktalarim dik koordinat sisteminde
gOsteriniz.

A ve B noktalari diizlemde, C ve D noktalari ise uzayda verilmistir. Buna goére, sekillerdeki
gibi gosterebiliriz.

z V4
y B(2,3) 3~
3f---m--- v \41,2,3)
2 f---2A(12) |
1 : |
P ' y
1 ! X \,\J//
1 2 X . Y
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Dik Koordinat Sisteminde ki Nokta Arasindaki Uzakhk

Teorem
A (x1,y1) ve B(x2, y2) noktalari arasindaki uzaklik,,

14B] = /(0 = x1)2 + (3 — 1)?

ile bulunur.

Sekile goére, |AC| = |x — x1| ve
|CB| = |y2 — y1| dir. ABC dik iiggeninde Pisagor teoremine gore, 4

|ABI® = |AC)> +|CBI* = (0 —x1)* + (y2 — y1)°

olacagindan, |AB| = \/(XQ —x1)% + (y2 — y1)? elde edilir.
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A (1,2) ve B(3,5) noktalan arasindaki uzakhg: bulunuz.

|AB| = \/(3 —1)* + (5 2)* = /13 elde edilir.

A(x1,y1,21) ve B(xa, y2, z0) noktalar arasindaki uzaklik,

AB| = /(% —x1)* + (1 — 12 + (22 — 21)?

ile bulunur.
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Sekilden izlenirse, xoy diizlemindeki |MN| uzunlugunun, |MN| = \/(XQ —x1)*+ (2 — n1)?
oldugu goriilir. |[AC| = |MN| oldugu gdzéniine alinirsa, Pisagor teoreminden,

IAB| = \/|AC|2 +|BCP? = \/(x2 — )+ =)+ (z—2z)

elde edilir

[BC|=|z - 2|

IMN| =406 - %)*+(¥, - ¥2)°
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Uzayda A (1,2,3) ve B(—2,3,5) noktalan arasindaki uzakhg: bulunuz.

|AB| = \/(—2 — 1)+ (3—2)° + (5 — 3)* = /14 elde edilir.

Problem
Uzayda, P (2,3,4) ve Q(1,3,5) noktalar arasindaki uzakligi bulunuz.
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n Boyutta iki Nokta Arasindaki Uzakhigin Hesaplanmasi

A(x1,%2,...,Xn) ve B(y1,y», ..., yn) noktalari arasindaki uzaklik,

|AB| = \/(Y1 —x1)?+ (2= %)+ + (Yn — Xn)?

ile bulunur.

R® uzayinda A (1,2,3,0, —1) ve B(1,2, —2,3,5) noktalan arasindaki uzakhig bulunuz.

4B = /(1 -1)* + (2 - 2)2 + (—2-3)2 + (3—0)2 + (5 + 1) = VT0.
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Uzayda, P (3,2,1), P (1, —2,2) noktalarinin koordinatlarini cizerek gésteriniz.

A N4
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Diizlemde y = 2x — 3 dogrusu iizerindeki hangi noktalarin orjine uzakhg 3/2 birimdir?

Coziim

Dogru iizerindeki herhangi bir noktayi, (x,2x — 3) ile ifade edebiliriz.

\/(x—0)2+(2x—3)2 =32

esitliginden, x = 3 ve x = —3/5 olur. Istenen noktalar : A(3,3) ve B(—3/5,—21/5)

noktalaridir.
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Cember - Kiire - Hiperkiire Denklemi

Diizlemde sabit bir noktadan sabit uzaklikta bulunan noktalarin kiimesine cember,

_
_

uzayda sabit bir noktadan sabit uzaklikta bulunan noktalarin kiimesine kiire,

n > 3 boyutlu uzaylarda ise sabit bir noktadan, sabit uzaklikta bulunan noktalarin kiimesine
hiperkiire denir.

Denklemleri : Sabit noktayi M ile gosterelim. Bu noktaya merkez denir. Degisken nokta ise
P olsun. Buna gore, iki nokta arasindaki uzaklik formiiliinii kullanarak, ¢ember, kiire ve
hiperkiire denklemini

|PM| = r

ile ifade edebiliriz. Buradaki r degeri sabit sayidir ve yaricap olarak adlandirilir.
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Cember - Kiire - Hiperkiire Denklemi

R? uzayinda, degisken nokta P (x,y), merkez M (a, b) ve yarigap r ise cember denklemi,
|PM| =r = (x—a)’ + (y — b)® = r*;
R? uzayinda degisken nokta P (x,y,z), merkez M (a, b, ¢) ve yarigap r ise kiire denklemi,

PM|=r= (x—a)’ + (y—b)*+(z—¢)’ = r*;

P(X’y) P(lelz)
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Konum Vektorii

Tanim

Verilen bir A—B> vektoriine es olup, baslangic noktﬁ> orjin olan sadece bir 5)( vektorii cizilebilir
ve bu vektor kisaca X ile gosterilir. Bu vektore, AB vektoriiniin konum vektorii denir.
Konum vektorii yardimiyla vektorlerde islemler daha kolay hale gelir. Bir X konum vektsriinii,
uzayin boyutuna gore bilesenleriyle gostermek miimkiindiir. Boylece, vektorlerle yapilan
islemlerde sekillerle ugrasma yerine, koordinatlari kullaniriz. Ornegin, diizlemde dik koordinat

sisteminde, bir konum vektériinii X = (x, y) seklinde géstermek miimkiindiir.

i) Diizlemde A (x1,y1) ve B (x2, y2)

noktalarini birlestiren A—B> vektoriini, konum vektori ile YA

— B

X=B—-A=(xx—x1,y»—y) Y2
seklinde gosterebiliriz. Var i1 "“;/‘":
ii) Uzayda dik koordinat sisteminde ise, A (x1, y1, 1) Vi % !/

— 1

ve B (x2, y», z) noktalarini birlestiren AB vektoriinii, < : >
konum vektorii ile X = (x2 — x1,y2 — y1, 22 — z1) seklinde XomXp X1 X
gosterebiliriz.
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. . . — — — — . . . « g .
Yandaki kareli diizlemde x',y, z, u ve w vektorleri verilmistir. Buna gore,
— = — — as _ss = as s as
u + w vektoriiniin konum vektoriinii bulunuz.

X+y+7 -

Ug¢ uca ekleme yontemiyle kolayca bulunabilir.

\
X/
Z 74
</ W —
/ X+y+Z-0+W
2 u N AR
Yy =t W
/

Sekilden de, gériildiigii gibi X +
vektoriidiir.

Y 4+ Z — U + W vektériiniin konum vektérii (4, —1)
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Asagidaki vektorler icin, X +2y + Z — W —2U vektdriiniin konum vektériinii bulunuz.

=l

<!

— — — — —
AB 4+ AC 4+ BC +2 CD — AD toplamini hesaplayabilmek icin hangi iki noktanin
koordinatinin verilmesi yeterlidir.

Coziim
— = — — — = — = — —
Verilen ifadeyi (AB+ BC+ CD ) —AD+ (AC+CD) =AD—-AD+AD=AD=D—A
seklinde yazabiliriz. Buna gére, A ve D noktalarinin koordinatlarinin verilmesi yeterlidir.

/N
N—
/N
N———
\

\
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Dik Koordinatlarla Vektorlerde Islemlerin Yapilmasi

WV kiimesi n boyutlu vektorlerin kiimesi olsun. %, 7 €Vise X = (xl,xz, ...,xn) ve
Y = (y1,¥2, ..., ¥a) seklinde olacaktir. Buna gore,

seklinde tanimlanir. Bu toplami daha somut olarak gérmek icin, 6rnegin diizlemdeki iki
X = (x1,y1) ve ¥ = (x2,y») vektorlerini alalim. paralelkenar yontemiyle sekildeki gibi bu iki
vektoriin toplami bulunabilir.

Bulunan bu vektériin bilesenleri X + 7y = (x1 + x2, 1 + y2) seklinde olacaktir.
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Dik Koordinatlarla Vektorlerde Islemlerin Yapilmasi

Bir vektoriin skalerle carpimi da, X = (xl,xz, ...,x,,) ve A € R icin,
AX = (Ax1, Axa, ..., Ax,) €V

seklinde tanimlanir. Daha 6nce verilen vektorlerin toplama ve skalerle carpma islemlerinin
ozelikleri, konum vektorleri tizerinde tanimlanan bu toplama ve skalerle carpma islemi

kullanilarak kolayca goriilebilir.
Ornegin, X = (X1, X2, ..., Xp) Ve Y = (y1, Y2, .., ¥n) olmak iizere,
k(X +7Y)=kX +ky ozeligini gosterelim. Bu durumda,

k(—> —

X +y ) =k(a+yr, 2ty xnt+yn) = (k(a+y1), k(e +y2), ... k(xa+yn))
= (kx1 + ky1, kxo + kyo, ..., kxn + kyn) = (kx1, kxo, ..., kxn) + (kyi, ky2, ..., kyn)
=k (x1, X2, ... Xn) + k (Y1, Y2, -, ¥n) = kX + k7

elde edilir.
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Ornek

Bir ABCD paralelkenarinda, [AD] iizerinde,
[CD] iizerinde de |DF| = 3 |CF| olacak sekilde bir F noktas: alimyor. B (2,3,4,5) ve
__)

ED| = 3 |AE| olacak sekilde bir E noktasi,

D (6,7,4,13) olduguna gére, BE + BF vektdrlerinin toplamini bulunuz.

Coziim
— —  — —  1— — 1= D 3n E C
BE=BA—|—AE:BA+1AD=BA—|—ZBC am
— — = — 1= — 1=
BF = BC + CF = BC + ,CD = BC + ; BA -
B
oldugundan,
— = 5 /— — 5/— — 5
E+BF > (BA+BC) = (BA+AD) = 2BD = 2(D - B)
—  —

olur ki, buradan BE + BF = (5,5, 0, 10) elde edlilir.

.
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Bir ABCD paralel kenarinda, [AD] iizerinde, |ED| = 2 |AE| olacak sekilde bir E noktasi, [CD]
lizerinde de |DF| = 2| CF| olacak sekilde bir F noktasi aliniyor. B (1,2,3,4,1) ve

D (4,2,9,4,4) olduguna gére, B—E> + ﬁ-_ vektérlerinin toplamini bulunuz.

\
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Vektoriin Normu ve Birim Vek

— v e e v — . o o — s es s .
u = (u1, u, ..., up) vektdriinin uzunlugu, H u H ile gosterilir ve u” vektoriintin normu denir

Il :\/u5+ug+...+ug

seklinde tanimlanir. Uzunlugu 1 br olan vektdre birim vektor denir. Sifir vektoriinden farkli
her vektdr, uzunluguna béliinerek ayni yénde bir birim vektsr elde edilebilir. o # 0 icin,

—
u

up =
il

vektorii daima birim vektordiir. IR? deki €, = (1,0) ve & = (0, 1) vektorlerine standart
birim vektérler denir. W = (1,1) bir birim vektér degildir. Ciinkil, || 0’| = 2'dir. Fakat,

vektori bir birim vektordiir.
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A v e . — P v
Ornegin, diizlemde bir u” = (ul, uz) konum vektdriiniin uzunlugunun,

1] = /v + e,

ve R3 uzayindaki bir u” = (ul, uo, U3) konum vektdriiniin uzunlugunun ise,

1] = y/ui + i + 5

seklinde oldugu Pisagor teoreminden kolayca goriilebilir.

Baslangi¢ noktasi A (a1, a2, ..., ap) ve bitis noktasi B (b1, b, ..., by) olan bir A—B> vektoriinin
konum vektori,

H

AB=B—- A= (bl—al,bg—ag,...,bn—an)

—
oldugundan, AB vektériiniin normu

HEH - \/(bl —a1)’ 4 (by—a)*+ ...+ (by — a,)°

seklinde olacaktir.
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Problem

R® 'de X = (2,3,4,1,2) vektériiniin uzunlugunu bulunuz.

Problem

R® 'de uzunlugu tamsayi olan, tamsayilardan olusan bir vektor bulunuz.
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R* uzayinda tiim bilesenleri aym olan bir birim vektér yaziniz.

Coziim

|

w=(1,1,1,1) vektoriinii alalim. ||| = 2 oldugundan birim vektér degildir. Fakat,

— _u (1111
R T \2r 222

tiim bilesenleri ayni olan, bir birim vektordiir.

Ornek

|
A\

R® uzayinda u' = (

V.

1 4 91
||uH—\/—|—+—i—k2—|— \/k2+—1e51tl/glnden k= —3/10 ve k = 3/10.

k,5> vektorii birim vektor ise k kactir?

N | =
N |
N |

100

\
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Standart Birim Vektorler

Bir uzayda sadece bir bilesenin 1 ve diger bilesenlerin 0 alinmasiyla elde edilen tiim birim
vektorlere standart birim vektorler denir. Bu vektorleri genel olarak €3, €;, ..., €, (R”
uzayinda) veya TIE (R3® uzayinda) seklinde gésteririz.R” uzayinda, &; standart birim
vektoriinde, s — inci bilesen 1 diger bilesenler ise 0'dir. Buna gore,

1 i=y . -
0jj = { 0 #j olmak iizere, & = (51,952, ..., dsn)
seklinde yazilabilir. Ornegin, diizlemde standart birim vektérler, 8 =(1,0) ve €,=(0, 1)
seklindedir. Yine ii¢ boyutlu uzayda standart birim vektorler,

—

& =1=(1,0,0), & =j=(0,1,0) ve& =k = (0,0,1)

vektorleridir.
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Teorem

A ve B noktalarini birlestiren [AB] dogru parcasini alalm. C € [AB] olmak iizere, C
noktasinin koordinatlari

A A B
C, [AB] 'nin iginde ve ac] _m C nA+ mB

|ICB]  n n+m '

A A— mB
C, [AB] 'nin disinda ve| al =M ise, c =2 M2

IBC| n n—m

ile bulunur.

Kanit.

— —
C, [AB]'nin igindeyse, nAC = m(CB esitligini kullanacagz.

n(C—A)=m(B-C)

nA+ mB 2
esitliginden, C = T bulunur. Benzer sekilde, C, [AB]'nin
A— mB
disindaysa, nZZ") = mEE> esitliginden, C = % olur. O
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Sonug

R" uzayinda verilen bir [AB] dogru parcasinin orta noktasinin koordinatlari

A+ B
2

olur. Ornegin, uzayda A (x1,y1,21) ve B (x2, y2, z2) olmak iizere, [AB] dogru parcasinin orta
noktasi

c X1+x ity z1+2
2 2 ' 2

bicimindedir.
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Teorem

R3 uzayinda késelerinin koordinatlari A (x1, x2,x3), B (y1,y2,y3) ve C (z1, 22, z3) olan iicgenin
agirlik merkezinin koordinatlari

xxtyntza xt+ty+2z2 x3t+y3+2z3
& 3 ' 3 ' 3

ile bulunur.

A\

Kanit.
F noktasi, [BC]'nin orta noktasi oldugundan,
= itz yo+z y3+2z3 A
2 2 2

— —

olur. AG = 2GF vektor esitliginden, c
D
A+ 2F
G-A=2(F-G)= G = +3 ,
X1t+tyi+z Xo+y:+2 x3+y3+23 B = c
6 3 ' 3 ’ 3 '

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) VEKTORLER ve GEOMETRIK UYGULAMALARI M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 40 / 55



Diizlemde dik koordinatlarda koseleri A(x;,y;), B(x,,y2) ve C(x3,y3) olan bir iicgen
veriliyor. D € [BC] ve |BC| = 3 |DC| ve E € [AD] olmak iizere |AD| = 4 |ED| olsun.
O halde, E noktasinin koordinatlarim bulunuz.

Coziim

Verilenlere gére,
A
BD| 2 ,_B+2C_ (2%+% 25+y
IDC| 1 3 3 3
3m
|AE|:3:>E:A+3D: X1 +2x3+x0 y1+2y3+ E
|ED| 1 4 4 ’ 4 m c
D

elde edilir. x ‘
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Yandaki sekilde dikdortgenler prizmasi seklindeki bir odanin

bir kdsesine c 8 B
ticgensel bir karton ile sekildeki gibi bir bélme olusturulmustur. A

T noktasi

[CM]’nin, S noktasi da [ML|'nin orta noktasidir. A kdsesinin bu

- - - e 0
ticgensel kartonun agirlik merkezine uzakhgini bulunuz.

| -’ H
S

™
Em—
I
I
A

Coziim

M noktasini orjin, MN'yi x ekseni, ML'yi y ekseni ve MC'yi de z ekseni kabul edersek, iicgenin
késelerinin koordinatlari N(6,0,0), S(0,4,0) ve T(0,0,5) olacagindan, NST iicgeninin agirlik
merkezinin koordinatlari da G(2,4/3,5/3) olur. Diger yandan, A noktasinin koordinatlari da
A(6,8,10) oldugundan,

|GA| = \/(6—2)2 + (8 —4/3)>+ (10 —5/3)> = \/1169/3

elde o
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Problem
Diizlemde késelerini koordinatlari A (3,0), B (2,3) ve C (7,8) olan iicgenin, [BC] kenari

iizerinde, 2 |BD| = 3| CD| olacak sekilde bir D noktasi ve [AC| kenari iizerinde de,
|AE| = 3| CE| olacak sekilde bir E noktasi aliniyor. |ED| kagtir?

)
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Sekildeki dikdértgenler prizmasinin A ve B késelerini birlestiren dogru parcasi iizerinde,
|AC| = 3 |CB]| olacak sekilde bir C noktasi aliniyor. Buna gére C noktasinin, D noktasina
uzakhgini hesaplayiniz.

2

10 B

\
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Vektorlerle Diizlemde Dogru Denkleminin Incelenmesi

Diizlemde, bir dogrunun x ekseniyle yaptigi
acinin tanjantina dogrunun egimi denir. Diizlemde, A
egim bize bir dogrunun dogrultusunu net

olarak soyler. Fakat, daha biiyiik boyutlarda egimden
s6z etmek anlaml degildir. Dolayisiyla, dogrunun
dogrultusunu ancak bir vektdr yardimiyla belirtebiliriz.
Kisaca hatirlamak gerekirse, diizlemde A (x1, y1)

ve B (x2, y2) noktalarindan gecen dogrunun egimi :

v

Y2—nn
X2 — X1

m=tanf =

ile bulunabilir. Egimi bilinen ve A (x1, y1) noktasindan

gecen bir dogrunun denkleminin y — y; = m(x — x1)

biciminde ifade edilecegini, lise bilgilerinden iyi biliyoruz. Bu boliimde, vektorlerin de dogrunun
analitiginde nasil kullanildigini gérecegiz.
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Teorem

Diizlemde A (x1,y1) ve B (x2, y») noktalarindan gecen dogrunun denklemi

Yy—y1 X—=X1

Yo2—x X2 — X1

ile bulunur.

Dogru
iizerinde degisken bir X (x, y) noktasi alalim ve ABC ~ AXD R
st R, Buis gag Lol = POl g X
enzerligini kullanahim. Buna gére, —— = esitliginden,
|AC]  |BC]| v: 2
dogru denklemi Y= _ XTX larak bulunabilir.
Y2—n X2 —X1 y GniD
1
X2 X >
I'q
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Bunun igin, egim yerine dogrunun dogrultusunu ifade eden
bir u vektorii bulacagiz. A ve B noktalarini bildigimiz icin,

u = AB alinabilir. Buna gére, AX = AAB esitligini kullanirsak,

(X—ley—)ﬁ) ZA(Xz — X1, Y2 —)/1)

esitliginden A cekilirse,

X—X1 _ Y-
X2 — X1 Y2—nn

=A

elde edilir. (Bu ydntemin tiim boyutlarda uygulanabilecegini fark
ettiniz mi?)

A
y X
2 g
Vi €D
X, X >
I'q
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Ornek

A (1,2) ve B(2,5) noktalarindan gecen dogrunun denklemini vektérel yontemi
kullanarak bulunuz.

Coziim

— —
X (x,y) degisken noktasi icin, AX = AAB vektérel esitliginden,
(x—1,y—2)=A(2-15-2)

olur. Buradan, X I 1 = )%2 = A elde edilir.
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Ornek

A(1,2,3) ve B(2,5,7) noktalarindan gecen dogrunun denklemini vektérel yontemi
kullanarak bulunuz.

.

(Coziim

Vektérel yéntemin tiim boyutlarda kullanilabilecegini belirtmistik. Buna gére, X (x,y, z)
— —
degisken noktasi icin, AX = AAB vektorel esitliginden,
(x—1,y—2,z—3)=A(2—-1,5—-2,7—3)

olur. Buradan, X I ! _Y ; 2 _Z Z : =A elde edilir.

\
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Problem

Diizlemde A (2,0) ve B (5,3) noktalarindan gecen dogrunun denklemini bulunuz.

Problem
R3 'de A(2,0,1) ve B (4,3,4) noktalarindan gecen dogrunun denklemini bulunuz.

Problem
R3 'de A(2,0,1) ve B (4,3,1) noktalarindan gecen dogrunun denklemini bulunuz.
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Kisaca Dogrultu Vek

Vektorel yontemi kullanirken, dogrunun dogrultusunu

gosteren bir vektor kullanmamiz gerekir. Yukaridaki érneklerde

oldugu gibi, dogrunun A ve B gibi iki noktasi verilirse, dogrultu vektoriinii
ZB) ile ifade edebiliriz. Dogrunun dogrultusunu gosteren ve dogruya
paralel olan vektére, dogrunun dogrultu vektorii diyecegiz. Bazen,
dogrunun iki noktasi verilmeden, bir u dogrultu vektdrii verilebilir.
Vektorel yontemi kullanarak, R” uzayinda, verilen herhangi bir u’
vektoriine paralel olan ve verilen bir P noktasindan gecen dogru denklemini bulabilmek igin, X
degisken noktayi gostermek iizere,

/

PX =AU =X —-P=A" =X=P+AW

esitligini kullanmak yeterlidir. Asagida, R?,IR? ve R* de birer 6rnek verilmistir. Bu konu daha
sonra, dzellikle IR3 uzayinda tekrar ele alinacaktir.
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Ornek

Asagidaki dogrularin denklemlerini bulunuz.

a) P (1,2) noktasindan gegen ve U= (3,4) vektériine paralel olan dogru,.

b) P (1,2,3) noktasindan gegen ve u = (3, 4,5) vektoriine paralel olan dogru,.

c) P(1,2,3,4) noktasindan gecen ve u = (3,4,5,6) vektoriine paralel olan dogru

|

Coziim

a) Degisken nokta X (x,y)'dir. PX = A0’ = (x — 1,y —2) = A (3,4) esitliginden, A
—1 =2

cekilirse, A = XT YT bulunur.

b) Degisken nokta X (x,y,z)'dir. PX =AW = (x—1,y —2,z—3) = A (3,4,5)
-1 — 92 —
esitliginden, A cekilirse, A = X = == 3 bulunur.

c) Degisken nokta X (x,y,z, w) dur. Buradan,

PX =AW = (x—1,y—2,z—3,w—4) =A(3,4,5,6)

—1 -2 = —4
esitliginden, A cekilirse, A = X _Y _Z $ _ Y bulunur.
3 4 5 6
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Diizlemde verilen, ax + by = ¢ dogrusunun egimini, dogrultu vektoriinii ve egimi ile
dogrultu vektorii arasindaki bagintiyr bulunuz.

Coziim

Coziim : Dogrunun grafigini cizerek goérebiliriz. x = 0
ikeny = c/b vey = 0 iken x = c/a oldugundan,
dogrunun grafigi sekildeki gibidir. Dogrunun,
dogrultusunu ifade eden W vektériinii de sekildeki
gibi cizelim. W = (—c/a, c/b) oldugu kolayca
goriiliir. O halde, diizlemde verilen ax 4+ by = ¢
dogrusunun dogrultu vektérii w = (—c/a, c/b) cla

> X
a
olur. Diger yandan, bu dogrunun egimi : m = 3 -cla \

oldugundan, diizlemdeki bir dogrunun dogrultu vektsrii W = (r, s) ise, bu dogrunun egimi,

yu

c
o

s
m = — olacaktir.
r
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Problem

2x — 3y = 1 dogrusunun dogrultusunu gésteren bir birim vektér bulunuz.

Problem

Dogrultusu W = (2, —5) olan dogrunun egimi nedir?

.

. .
|
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