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Skaler carpimin sonucu bir skaler degerdir. iki vektoriin vektdrel carpimi ise bir vektordiir
Uzayda X = (x1,x0,x3) ve y = (y1,y2,y3) gibi iki vektoriin vektorel carpimi;

i] Kk
— =
XXy =|x1 X X3
yi y2 ¥

X XY = (Xoy3 — x3y2, —X1y3 + X3y1, X1Y2 — Xoy1)

seklinde tanimlanir. Bu tanima gore, iki vektoriin vektorel carpiminin sonucunda yeni bir
vektor elde edilir.
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X =(1,2,3) ve y = (0,2,1) olduguna gére, X X y vektdriinii bulunuz.

Coziim

=(—4,-1,2)

= w X!

H
X xy =det| 1
0

N

olur. Bu vektsriin hem X hem de 7y vektériiyle ic carpiminin sifir oldugunu ve dolayisiyla X’
ve y vektérlerine dik oldugunu gériiniiz.
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D seklinde hesaplanabilir.
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Problem

(1,1,2) = (1,2,1) olduguna gére, X x y vektériinii bulunuz.

Problem

X = (—-1,2,3) ve Y = (3, —2,1) olduguna gére, X Xy vektériinii bulunuz.

[ )
)
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Vektorel Carpimin Bazi Ozellikleri

X Xy vektdrel carpimini, determinant yardimiyla tanimlamistik. Determinantin dzelliklerini
kullanarak, vektorel carpimin asagidaki 6zelliklerini kolayca yazabiliriz.
1. X xy = -7y x X (Vektérel carpimin degisme ozelligi yok)

Vektorel ¢carpimin determinantli taniminin dogrudan sonucudur. Determinantta iki satirin yeri
degisirse, determinant isaret degistirir. []

2. X xx =0 (Bir vektoriin kendisiyle vektorel carpimi 0 vektoriidiir.)

Herhangi iki satiri ayni olan matrisin determinantinin O olmasinin sonucudur. Ol \

3. AeRicin, (AX
4.0x X =X x
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y = —2X oldugundan, X H7 olur ki, X x 7y = 0 olur.

Problem

Vektérel carpimi 0 olan iki vektér yaziniz.
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R3 uzayinin T,I,I_{ standart vektorleri icin, TXI: K, IX k=1, TXTZ —k oldugunu
gOsteriniz.
Coziim
i =(1,0,0),7=(0,1,0) vek = (0,0,1) oldugunu kullanacagiz
ixj={1 0 0|=k, jxk=[010|=i jxi=[0 1 0|=-k
010 0 01 1 00

i biciminde kolayca gériilebilir. Standart birim vektorlerin

(j . vektore/ carp:mmda yandak/ $ek// kullanllablllr X J =k Tx k=1
a le—jvetersyondeJX|——k k><j——lve|><k —j olur
k
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Vektorel carpim isleminin birlesme 6zelligi var midir?

Vektérel garp:m isleminin birlesme &6zelliginin olmadigini bir ters érnekle gosterebiliriz.
xX=(1,0,1), ¥=(0,1,1) ve Z=(1,1,0) vektorlerini alahim ve
—> — —> — - = 5 [0
(x X y) Z £ x (y X z) oldugunu gérelim.
7k Tk
Xxy=[101|=(-1-11) ve y¥xz=[011|=(-11-1)
011 110
oldugundan,
i7 k Tk
(X xy)xZ=| -1 -1 1|=(-11,0), xx(yxZ)=| 1 0 1 |=(-1,01)
1 1 0 -1 1 -1
elde edilir ki, (? X 7) XZ #X%X ( y X z ) oldugundan, vektérel carpimda birlesme
ozelligi yoktur.
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Teorem

Uzayda verilen iki vektériin vektorel carpimi, carpilan her iki vektore de dik olan yeni bir

vektor verir.
Xy
* , -
= —
X ly’ X
Xxy LXvex xy Ly oldugunu géstermek icin,
XXy, xX)=(Xxy,y)=0

oldugunu géstermek yeterlidir. X = (xi, x2, x3) ve 7 = (yl y2, y3) vektorleri icin,

X X 7) = (xoy3 — X3y2, —x1¥3 + X3)1, X1y2 — xo)1) oldugundan,

) = Xoy3x1 — X3yaX1 — X1y3X2 + Xay1X2 + X1y2x3 — Xoy1x3 = 0,
) = Xoy3y1 — X3yay1 — X1y3y2 + xay1y2 + x1y2y3 — Xoy1y3 = 0

bulunur. ]
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R3? uzayinda X = (2,3,11) ve y = (—2,7,5) vektérlerinin her ikisine de dik olan bir
vekt6r bulunuz.

Bu iki vektériin vektérel carpimlari, her ikisine de dik olan istenen vektérii verecektir.

7 k
Xxy=| 2 3 11 |=—62i—32j+20k
-2 7 5

oldugundan, Z' = (—62, —32,20) vektorii, hem X hem de 'y’ vektériine dik bir vektordiir.

v
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Ortogonal ve Ortonormal Taban

NOT

Bir V vektér uzayinin tabanindaki tiim vektérler birbirine dik ise, bu tabana V uzayinin
ortogonal taban denir. Bu vektérlerin herbiri ayrica birim vektér ise bu tabana ortonormal
taban denir.
Ornegin,

{vi=(1,22), u,=(21-2), u3=(2-21)}

tabani bir ortogonal taban,

1
{?1:§u12y 2 us =

<l
I
| =
—~
N
=
N
~—
!
|
~
N
N
—
N—
~—

tabani ise bir ortonormal tabandir.
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R3 uzayimin X =

(1,2,1) vektdriinii iceren bir ortogonal tabanini bulunuz.

Once, X = (1,2,1) vektoriine dik herhangi bir vektor alalim. (X',7y ) = 0 olacak sekilde,

Y = (1,—1,1) vektorii alinabilir. Simdi, ise, hem X hem de 'y vektériine dik bir vektér

bulahm. Bu kez, X X 7) = Z alinabilir. Buradan,

i
2 = (3,0,-3)

= = X

olur ve {? =(1,2,1), Y = (1,-1,1), Z = (1,0, —1)} kiimesi, R3 uzayinin ortogonal
bir tabani olur. Ortonormal tabani da her vektérii normuna bélerek

1 1 1
{\@(1,2,1),\&(1,—1,1),ﬂ(l,o,—l)}

biciminde elde edebiliriz. Siz de, farkli bir ortogonal taban bulunuz.
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X = (1,1, 2) olmak iizere, X vektdriine dik ve birbirine dik olan, 2 br uzunlugunda iki
vekt6r bulunuz.

X Ly olacak sekilde, y = (1,1, —1) alinabilir. Hem X hem de 'y  vektériine dik vektsr,

K
2

N|

=(-3,0,3)

I
= -]
= ]

—1

alinabilir. Fakat, uzunluklarinin 2 br olmasini istiyoruz. Buna gore,
— - 2—>
y (1.1,-1) ve 2 =-—2 =

7 2
1z

K

(-1,0,1)

a\w

alinabilir.
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Problem

(1,2, —2) olmak iizere, R uzayinin X vektériinii iceren bir ortogonal tabanini bulunuz.

( ]

L l
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Teorem

x,y,2z € R3 vektérleri icin,

(XxyY)xZ=(X,2)y —(y.Z)X

esitligi saglanir.

v

Alistirma olarak birakilmistir. X = (x1, X2, x3), 7 = (y1.y2,y3) ve Z = (21,22, z3) igin,

o . (n1 (xaz +x2z +x323) — x1 (Y121 + Y220 + y323)
( X Xy ) X 'Z = y(xqizm+xz+x323) —x0 (V1z1 + yozo + y323)
y3 (x1z1 + X020 + x323) — X3 (y121 + Y220 + y323))
= (.2 y3) (X, Z) = (x1.0.x) (¥, Z)
— =\ — — =\ =
=(X,Z)y —(y.Z)x

oldugu goriilebilir. O

A,
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R® uzayinda (X x 7y, Z ) =det (X,y  Z) esitligi yazilabilir.

x = (x1, X2, x3), = (y1,¥2,y3) ve Z = (21, 22, z3) olsun. Buna gore,

_)

y
(X <Y, Z) = ((ys —x3y2, —x1ys +x3y1, x1y2 — xoy1) , (21, 22, 23))
= X0¥321 + X3Y120 + X1Y2Z3 — X3Y2Z1 — X1Y3Z2 — X2Y1273

X1 X2 X3
=|»n 2 ¥
Zz1 22 Z3
esitliginden, (X' x ¥y, Z) =det (X, 7y, Z) elde edilir. O

v

X =(1,3,4), ¥y =(2,1,3) ve Z = (1,1,1) vektorleri icin,
— —_— — _— — —> o o s v v T TIT]
X Xy, z)=det ( x,y,z ) esitliginin saglandigini gériiniiz.

\

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) VEKTOREL CARPIM ve GEOMETRIK UYG. M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 17 / 44



Teorem

R3 uzayinda <7 Xy, 7> = <7 Y X ?> esitligi saglanir.

Onceki teoremden, <7 X ? ?> = det (7 7 7) oldugunu gérmiistiik.

Determinant ozelliklerini kullanarak,

(X xy,Z)=det(X,y,7)
= —det(y, %, 7)

oldugu goriiliir. O
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R3 uzayinda, (X x y,Z) = (Z x X,y ) oldugunu kanitlayiniz.

V.

oldugu gériiliir.

¢
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Teorem

R® uzayinda, (X Xy, Z x W) = ( > esitligi saglanir.

Bir onceki teoremi kullanirsak,

<7x7,?xw>:<(7x7)x_>_’>

yazilabilir. Simdi de, (? X 7) Xz <? ?> i
carpimin lineerligini kulanirsak,

—

(XX T X W)= (X X)X 2, W)= (X, Z) Y = (¥, Z) %, W)
=(X.Z)(¥.w) (Y. Z)(X. W)
_| (X Z) (X.w)
(¥.Z) (y.w)

elde edilir.

.
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Teorem

R3 uzayinda verilen X ve Y vektérleri arasindaki aci  olmak iizere, X ve y vektérleriyle
— =\ -

olusturulan paralelkenarin alani Alan ( X,y ) ise,

Y)

1> ¥l = 5 [[¥ | siné = Alan (%, y

esitligi saglanir.

A

Kanit.

—  — 2 -, = =, —
(X x Y| =(Xxy, X xYy)
seklinde yazip, Lagrange 6zdesligi kullanilirsa,

I% I = (X% ¥) - (3.5

=[IXIF 171 = IX I 1Y 05”6 —
=XV (1~ cos’ 9) = H7II2 1Y sin* 0
elde edilir. Paralelkenarin alani : A/an( = H X H ||7H sin 6
oldugundan, HY} Xy H = H X H H y H sm0 = Alan (_) ) bulunur. (Bunun sadece R® de
gecerli oldugunu unutmayiniz!) [
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R? de verilen X = (1,2,3) ve y = (3,2,1) vektérleriyle olusturulan paralelkenarin
alamini bulunuz.

Yukaridaki ézellik kullanilarak,

Alan (7 7) = H7 X ?H =

= [(~4.8,~4)|| =46

W = =
N N =)
= w x|

bulunur.
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R* de verilen X = (0,1,2,3) ve y = (3,2,1,0) vektérleriyle olusturulan
paralelkenarin alanimi bulunuz.

v

Uzayimiz R* oldugu icin, vektérel carpimli alan formiilii kullanilamaz. Bu kez,

Alan (X, 7)) = /(X R)(T. 7)) — (X, 7’
oldugunu kullanacagiz. Buna gore,

Alan (X, y) = /1414 — 16 = 6/5

bulunur.

A\
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Ornek

Verilen iki X ve y vektdrii icin, U X X =7y ve (u,X) = || X esitlikleri
saglandigina gore, Hﬁ)” degerini, H7H ve ]?H cinsinden belirleyiniz.

Coziim

U x X =y esitligi, y vektériiniin X vektriine dik oldugunu gésterir. X ve 'y birbirine

dik degilse, W vektérii icin bir ¢éziim yoktur. O halde, X Ly icin denklemin céziimiinii
—_ . —_— . =

yapalim. X ile U arasindaki aci 6 olsun. Buna gére,

o x X = {|w [ ||| sin6 = || ¥]| = || W[ [| ]| sino
(0 5%) = [[ W[ [[ X[ cos& = [[ X[} = [|w|[ ||| cos
esitliklerinin kareleri toplamindan,
I+ Y17 = [0 13| (sin® 6 + cos” )
[Edli
olur. Buradan, H?H =,|1+ W elde edilir
X
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Karma Carpim

Tanim
R3 uzayinda, x" X y vektérel carpimiyla, z" vektériiniin ic carpimina, x', y, z
vektorlerinin karma carpini denir. Yani, < X Xy, z > degerine x’, y’, z' vektorlerinin

karma carpimi denir ve [7 7 ?] ile gosterilir. Yukarida,

(X x ¥, Z)=det(X,7.7)
oldugu gostermistik. O halde, X',y , Z

[X,y.,Z] =det(X,y,7)

vektorlerinin karma carpimi,

seklinde tanimlanir. Ayrica, <7 Xy, ?> = <? Y X ?> esitligine gore, bir karma
carpimda 6nemli olan vektorlerin sirasidir. Vektorel carpim islemi, ilk iki veya son iki vektor
arasinda olabilir ve her iki deger de bu ti¢ vektoriin karma carpimini verir.

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) VEKTOREL CARPIM ve GEOMETRIK UYG. M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020

25 / 44



x =(1,2,3), y =(3,2,4) ve 7 =(1,1,0) olduguna gére [x,y,z | =?

v

[7, 7 ?] = det (? 7 7)) tanimi kullanilarak

[—>—>—>_ L2 .
x,y,z]—32 =7
11

o B~ W

elde edilir.
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Problem
x=(1,0,3), ¥ =(0,2,1) ve Z=(1,2,0) olduguna gére [X,y, Z|=?

X = (1,k.3), Yy = (3,2,1) ve Z = (1,2,0) vektorlerinin karma carpimi 0 ise k =?

Problem
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Karma Carpimin Ozellikleri

Asagidaki 6zellikler determinantin 6zelliklerinden kolayca goriilebilir.
1. Vektorlerden ikisi esit olan ii¢ vektdriin karma carpimi 0'dir.

X. 5. %] =0 [X.%.¥] =0, [X.¥.¥]=0

3. AeRicn [X, V.7 +AW] = [X. ¥, 7] +A[X. ¥, W]
@
Z
4. [%.7.7]=[¥. 7. X]=[7.%.¥]=[¥.%. T]=— [X. 7. ¥]=— [7.¥. ]
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[7,7),?] = 3 olduguna gore, [7 +2Y, 7+ 7v,3%X +4 ?] karma carpimini
hesaplayiniz.

v

Determinant ézelliklerini kulanirsak,

— — — —
X +2y 1 20 X X

(X +2Y,Z7+y.3Xx +47Z]=| Z+y |=|01 1|y |=10]Y |=30
3X +47 3047 Zz

elde edilir.

.

Problem
[7), Y, 7] = 3 olduguna gore, [37> +7Z, 7 -y, X + 37] =7
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Teorem

R3 uzayinda, X',y , Z vektérlerinin karma carpiminin mutlak degeri, X,y ve z
vektorleriyle olusturulan paralelyiizliiniin hacmini verir.

X, y ve z vektorleriyle olusturulan
paralelyiizliiyii sekildeki gibi cizelim. Kanitimizda
vektorlerdeki tic nemli 6zelligini kullanacagiz.

N =, —

i) X Xy,

hem X hem 7y 'ye diktir. O halde, X x 7y’
paralelyiizliiniin yiiksekligi dogrultusundadir.

ii) X ve y ile olusturulan taban alan

y ile Z’ arasindaki aci @ ise, <Y> Xy, ?> = H7 X 7” H?H cos @ 'dir.

V' = Taban Alani - Yiikseklik = H7> X 7“ -h = H7> X 7“ H?”cosQ = ‘(7 X 77>’

olur. ]

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) VEKTOREL CARPIM ve GEOMETRIK UYG. M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 30 / 44



X =(1,2,1), y =(1,3,4) ve Z = (2,3,1) vektorleriyle olusturulan paralelyiizliiniin
hacmini bulunuz.

Karma carpimin geometrik yorumu kullanilirsa,

olur.

Problem

X = (0,2,1), 7 = (5,3,4) ve Z = (1,3, 1) vektérleriyle olusturulan paralelyiizliiniin
hacmini bulunuz.
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Karma Carpimin Geometrik Yorumunun Bazi Sonuclari

% Uc vektoriin karma carpiminin sifir olmasi demek, hacim olusmamasi demektir. Yani, iic
vektoriin ayni diizlemde olmasi demektir.

Ug vektoriin karma carpiminin sifir olmasi demek, bu ii¢ vektériin lineer bagimli olmasi
demektir.

Uc vektoriin karma carpimi sifir ise, bu iic vektoriin gerdigi uzayin boyutu 3'den kesinlikle
kiiciiktiir.

Uc vektoriin karma carpimi sifir ise, bu iic vektoriin olusturdugu matrisin ranki 3'den
kesinlikle kiicuktiir.

*
*
*
% Uc vektoriin karma carpimi sifirdan farkl ise, bu vektérler lineer bagimsizdir.
% Karma carpimi sifirdan farkli olan iic vektor, R? uzayini gererler.

*

Karma carpimi sifirdan farkli olan iic vektsr, R uzayi icin bir tabandir.

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) VEKTOREL CARPIM ve GEOMETRIK UYG. M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 32/ 44



X =(1,1,2), y =(1,2,3) ve Z = (2,3,k) vektdrleri lineer bagimh ise k =?

x, 7 Z vektérleri lineer bagimli ise, [? 7 7] = 0 olmalidir.

11 2
1 2 3|=k-5=0
2 3 k

esitliginden, k =5 bulunur.

Problem
X = (k1,2), Y =(1,0,3) ve Z = (2,1, k) vektorleri lineer bagimli ise k =?
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X =(1,1,2), y =(0,1,3) ve Z = (2,1,3) vektdrlerinin lineer bagimsiz oldugunu
gosteriniz.

X,y ,Z]| #0ise X,y , Z lineer bagimsiz olur.

11
01 =230
2 1

w W N

oldugundan, X',y , Z vektérleri lineer bagimsizdirlar.
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X =(1,2,k), y =(2,3,1) ve Z = (2,1,3) vektérleri aym diizlemde ise k =?

7, 7 z ayni diizlemde ise, [? 7 ?] = 0 olmalidir.

1 2 k
2 3 1|=—-4k=0
2 1 3

esitliginden, k = 0 olur.

Analitik Geometri ve Céziimlii Problemler (4.Baski) VEKTOREL CARPIM ve GEOMETRIK UYG. M.Ozdemir, Altin Nokta Yayinevi, 2020 35/ 44



A(1,1,1),B(1,2,3), C(2,3,4), D(1,4,k) noktalan aym diizlemde ise k =?

Coziim

|

Once noktadan vektére gegelim. X = AB, ¥ = AC, Z = AD denilirse, X = (0,1,2),
Yy = (1,2,3) ve Z = (0,3, k—1) olur. X, Y. Z ayni diizlemde ise, [7’ Y, _>] =0
olmalidir.

o = O

1 2
3

esitliginden, k =7 bulunur.

Problem
X = (1,1,k), ? =(1,3,1) ve Z = (k,1,3) vektorleri ayni diizlemde ise k =?

| N\

A

Problem
A(k,1,2), B(1,0,3), C(2,1,k) ve D(1,1,1) noktalari ayni diizlemde ise k =?
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X =(1,1,2), ¥ = (0,k,3) ve Z = (2,1,3) vektorleri R® uzaymin bir tabani ise k =?

v

_ o
=0ise, X', Y, z lineer bagimli olur.

— = = . —
ESEEEd
1 1 2
0 k 3|=3—-k=0
2 1 3
olursa, X , 7} Z lineer bagimli olur ve R3 icin taban olamazlar. Yani, k # 3 icin taban olurlar.

v
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Teorem

Késeleri A, B, C, D olan, ABCD iicgensel piramidinin hacmi :

. 1
V = Hacim (ABCD) = '6 det <AB, AC, AD

degerine esittir.

Ucgensel piramidin
1
hacminin, V = 3 (Taban Alam) - (Y tikseklik) oldugunu hatirlayiniz.

= S 1, — —
Ucggensel piramidin taban alani : > || AB x AC || oldugunu

= — —

biliyoruz. Diger yandan, 6 acisi, AD vektoriiyle AB x AC arasindaki
—

a¢i olmak iizere, yiikseklik || AD || cos @ oldugundan, istenen hacim :

11, — — — 1 — — —
V =35 | AB x AC |||| AD | cosé = =[AB, AC, AD]

elde edilir. n
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Koselerinin koordinatlant A (1,1,1),B(1,2,3),C(2,3,4),D(1,4,2) olan iicgensel
piramidin hacmini bulunuz.

— —
AB =(0,1,2), AC =(1,2,3), AD = (0,3,1) oldugundan,

1
V = Hacim (ABCD) = 6

O = O
w N =
= W N
Il
o o1

elde edilir.

Problem

Késelerinin koordinatlart A(0,0,0), B(1,2,3), C(3,0,0), D(0,0,5) olan iicgensel piramidin

hacmini bulunuz.
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Teorem

R? uzayinda, tepe noktasi E ve tabaninin késeleri A, B, C, D olan, ABCDE dértgensel
piramidinin hacmi :

1
V = Hacim (ABCDE) = ’6 <det(AB,AD,A ) ++ det(BC, BD, BE)

degerine esittir.

Dortgensel piramitin hacmini, iki ticgensel piramidin hacminin toplami olarak yazip sonuca
ulasacagiz. Buna gore,

V (ABCDE) = V (ABDE) + V (BCDE)
1r— — — lr— — —
— [A ,AD,AE} +- [B B BE]
6 6
1
=< (det(/4_B>,A_D),ZE)+det(B—> BD —é))
degeri bize istenen hacmi verecektir. O
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Kanit.

c 2 ¢
A A B
Eger 6zel olarak, piramidimizin alani bir paralelkenar ise, iki ticgensel piramidin hacimleri ayni

olacagindan,
—

V (ABCDE) = % (det(A ,/ﬁ,?\?))

olur. Yy
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Tepe noktasi E (3,4,5) olan ve tabanminin koordinatlan A (1,1,1), B(1,2,3),
C(2,4,1), D(3,2,k) olan dortgensel piramidin hacmini bulunuz.

Oncelikle, A, B, C ve D noktalarinin ayni diizlemde olmasi icin k'nin degerini bulalim. Bunun
— — —

icin, det(AB, AC, AD) = 0 olmasi gerektigini kullanabiliriz. Buradan,

0 1 2
2 1 k-1
esitliginden, k = —9 olur. Buna gére, dértgensel piramidin hacmi:
1 I L 1 01 2 1 2 =2 28
V=" (det(A \AD, AE) +det(BC, BD, E)) = (|20 —-10]|+|2 0 —12]]| ==
£ 9 2 3 4 2 2 2 .
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Ornek

Koselerinin koordinatlan A (1,2,1), B(3,5,1), C(0,2,7), D(1,1,1) ve E(4,5, —4)
olan dortgensel piramidin hacmini bulunuz.

\

Coziim

Oncelikle, hangi

noktalarin ayni diizlemde oldugu bulunmalidir. Bir ka¢c denemeden sonra, D
A, B, C, E 'nin diizlemsel ve dolayisiyla tabandaki dért nokta oldugu, D

noktasinin ise tepe noktasi oldugu gériilebilir. Buna gore istenen hacim :

E
A
2 30 3 -3 6
— — — — — — 1
V:f<det(A L AC, AD) + det( C,BEB)):6 -1 06|+| 1 0 -5
0 -1 0 2 -4 0

1

esitliginden, V = 5 (124 6) = 3 elde edilir.

\
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